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Vorwort. 



Von der „Niederen Analysis", die in meiner „Sammlung 
von Lehrbüchern für Studierende der Mathematik'^ den V. 
Band bildet, erschien die erste Hälfte schon im Sommer 1902. 
Die zweite Hälfte liegt hier vor. Diese Teüung in zwei Teüe 
ist auch sachlich begründet. Während im ersten TeUe das 
Verhältnis ganzer Zahlen, also die rationale Zahl, die Haupt- 
roUe spielt, wird hier die Zahl auch als irrational, und im 
Zusammenhang damit, als veränderlich hingestellt. Dieser 
zweite Teil zerfallt demgemäß in drei Abschnitte, welche 
beziehungsweise die Funktionen, die Potenzreihen und die 
Gleichungen behandeln. Als Leser habe ich nicht allein 
Primaner an höheren Lehranstalten, sondern auch solche 
Studierende der Mathematik im Auge gehabt, welche auf 
der Schule noch nicht Gelegenheit hatten, die hier behan- 
delten Gebiete kennen zu lernen, obwohl die meisten Uni- 
versitätsprofessoren voraussetzen, daß diese Gebiete selbst 
den jüngsten Semestern geläufig sind. Dem Begriff „Niedere 
Analjsis^^ entsprechend, habe ich die Methoden der Differential- 
rechnung hier ausgeschlossen, also z. B. die Potenzreihen ledig- 
lich nach der Methode der zu bestimmenden Koeffizienten 
abgeleitet. 

Hamburg, am 18. April 1903. 

Hermann Schubert. 
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I. Abschnitt. 
Funktionen. 



§ 1. Die IrrationalzaM. 

Vom Begriff des Zahlens ausgehend, gelangt man durch 
das Prinzip der Permanenz und durch die Definitionen 
der Rechnungsarten erster und zweiter Stufe zum Begriff 
der positiven und der negativen 

rationalen Zahl, 

wie dies in den vier ersten Abschnitten meiner ^^Elementaren 
Arithmetik und Algebra^' (Band I dieser Sammlung) aus- 
führlich dargelegt ist*) 

Die Rechnungsarten erster und zweiter Stufe imd die bei 
der Erweiterung des Zahlbegriffs aus ihnen hervorgehenden 
rationalen Zahlen, bilden insofern ein in sich abgeschlossenes 
Ganze, als jede beliebige Verknüpftmg rationaler Zahlen 
durch diese Rechnungsarten wieder zu einer rationalen Zahl 
führt, falls bei dieser Verknüpfung eine Division durch 
Null ausgeschlossen ist. 

Wenn man jedoch die Rechnungsarten dritter Stufe 
zuläßt, so gelangt man zu Zahl-Verknüpfungen, die keiner 
rationalen Zahl gleichgesetzt werden können. Zwar sind 
schon im V. und VI. Abschnitt des zitierten Buches der- 
artige Verknüpfungen besprochen und haben zu neuen Er- 
weiterungen des ZahlbegrÖBfs geführt. So entstanden ver- 
möge des Permanenzprinzips aus den Rechnungsarten dritter 
Stufe die irrationalen Zahlen, die imaginären und die imaginär- 

*) Vgl. insbesondere § 4, §8, %9, § 14 des zitierten Buches. 

Schubert, Niedere AnalyBis. U. 1 



2 I. Abschnitt. Funktionen. 

komplexen Zahlen. Während jedoch dort die Irrationalzahl 
aus verschiedenen Quellen entsprang, aus den Quadrat- 
wurzeln, aus den allgemeinen Wurzeln und aus den Loga- 
rithmen, soll sie hier einheitlich definiert*) werden. 

Jede rationale Zahl gibt, ili einen Dezimalbruch ent- 
wickelt, entweder einen geschlossenen**) Dezimalbruch mit 
einer abzählbaren Menge von Dezimalstellen oder einen 
periodischen Dezimalbruch.**) Wenn nun aber ein Dezimal- 
bruch, ohne periodisch zu sein, sich nicht schließt, sondern 
immer noch mehr Stellen hat, als jede noch so große Zahl 
angibt, so betrachtet man ihn und jeden Ausdruck, der ihm 
gleichgesetzt werden kann, auch als Zahl und nennt eine 

solche Zahl irrational. So nennt man y2 oder, was das- 
selbe ist, 2 irrational, weü man nachweisen kann, daß 

y2 = 1,414....***) 

ist, und weil man, wenn man nur wollte, zu den drei an- 
gegebenen Dezimalstellen noch beliebig viele weitere hinzu- 
fügen könnte, ohne jedoch den Dezimalbruch schließen oder zu 
einer periodischen Wiederholung der Dezimalstellen kommen 
zu können. 

Da auch die rationalen Zahlen in Dezimalbruchform 
dargestellt werden können, z. B.: 

4== 4,00000 
|-= 0,75000 
10^ = 10,31818, wo 18 Periode ist, 

so können wir jede bisher definierte positive Zahl als in 
Dezimalbruchform darstellbar ansehen, gleichviel, ob sie 
rational ist oder nicht. 



*) Der Verfasser weiß sehr wohl, daß die hier folgende De- 
finition den Anforderungen wissenschaftlicher Strenge nicht ent- 
spricht. Wenn er trotzdem die Irrationalzahl so definiert, wie 
es hier geschieht, so hat er sich dabei von der Bücksicht leiten 
lassen, daß dieses Buch für Anfänger geschrieben ist. Wer eine 
auf wissenschaftlicher Höhe stehende Definition der Irrationalzahl 
haben will, der lese den Artikel von Herrn Pringsheim im 
ersten Bande der „Encyklopädie der Mathematischen Wissen- 
schaften" (Leipzig, 1898) und die dort angeführten Quellen. 

**) § 23 des I. Bandes dieser Sammlung. 
***) § 25 des I. Bandes dieser Sammlung. 



§ 1. Die Irrationalzahl. 3 

Indem wir die Irrationalzahl den Definitionen und Ge- 
setzen der Rechnungsarten erster und zweiter Stufe unter- 
werfen und dabei das Permanenzprinzip anwenden^ gelangen 
wir zum BegriflF der negativen irrationalen Zahl, sowie 
dazu^ zu erkennen, was bei der Vergleichung zweier be- 
liebiger Zahlen, mögen sie nun rational oder irrational sein, 

gleich, größer und kleiner 

heißt. Gleich heißen zwei Zahlen, wenn ihre Differenz Null 
ist. Ferner heißt eine Zahl a größer bezw. kleiner als eine 
Zahl b, wenn a — b positiv bezw. negativ ist. 

Erst, nachdem soeben die Begriffe „größer^' und 
„kleiner^' auch för die Vergleichung von irrationalen Zahlen 
untereinander und von rationalen Zahlen mit irratio- 
nalen Zahlen definiert sind, kann man die folgende wichtige 
Eigenschaft der irrationalen Zahlen aussprechen: 

Zu jeder irrationalen Zahl gibt es immer zwei 
rationale Zahlen mit beliebig kleinem Unterschied, 
derartig, daß die eine rationale Zahl kleiner, die 
andere größer als die irrationale Zahl ist; oder, kürzer 
ausgedrückt: 

Jede Irrationalzahl läßt sich in zwei beliebig 
nahe rationale Grenzen einschließen. 

Demgemäß kann man zwei irrationale Zahlen einander 
gleich setzen, wenn sie beide immer zwischen den- 
selben beiden rationalen Grenzen liegen bleiben, 
wie klein auch der Unterschied zwischen diesen 
beiden rationalen Grenzen gemacht werde. 

Jede Zahl, die positiv oder negativ, rational oder irra- 
tional oder auch Null ist, nennen wir reell. 

Die Verknüpfung zweier reeller Zahlen durch die 
Rechnungsarten erster und zweiter Stufe führt immer wieder 
auf eine reelle Zahl, falls eine Division durch Null ausge- 
schlossen ist. Wenn man jedoch reelle Zahlen den Eechnungs- 
arten dritter Stufe unterwirft, so muß man, wie schon in 
§ 30, § 31 und § 32 des I. Bandes dieser Sammlung aus- 
geführt ist, noch mehr Fälle ausschließen, damit jede solche 
Verknüpfung reeller Zahlen einerseits ausführbar ist, andrer- 
seits auch eindeutig ist, d. h.. zu einer einzigen reellen Zahl 
führt. Die noch auszuschließenden Fälle sind namentlich 
folgende: . 

1* 



4 !• Abschnitt. Funktionen. 

1) Potenzierungen bei negativer Basis und nicht ganz- 
zahligem Exponenten; 

2) Radizierongen bei nicht positivem Radicandus; 

3) Radiziermigen mit dem Wurzel-Exponenten Null; 

4) Logarithmierungen mit nicht positiver Basis und mit 
der Basis 1; 

5) Logarithmierungen mit nicht positivem Logarith- 
mandus. 

Reelle Zahlen können auch noch auf andere Weise als 
durch die sieben Rechnungsarten erster bis dritter Stufe 
entstehen^ z. B. durch die Geometrie^ indem dieselbe den 
Winkel nicht allein als Teil einer vollen Umdrehung auf- 
faßt, sondern auch als Verhältnis zweier Seiten eines Drei- 
ecks mißt, in welchem dieser Winkel liegt, und in welchem 
ein zweiter Winkel eine bestimmte Größe hat, etwa die 
einer Viertel-Umdrehung. Die so entstehenden Begriffe 
Sinus und Tangens*) führen, wenn der Winkel ein kleiner 
als ein Viertel bleibendes rationales Verhältnis zur voUen 
Umdrehung hat, meist zu irrationalen Zahlenwerten. Nur, 
wenn der Winkel ^ der vollen Umdrehung beträgt, ist der 
zugehörige Sinus eine rationale Zahl, bei andern rationalen 

Brüchen < — immer irrational. Der Tangens eines Winkels, 

dessen Verhältnis zur vollen Umdrehung rational und <— 

ist, ist immer irrational, außer, wenn dieses Verhältnis \ ist. 
So wie Sinus und Tangens als Verhältnisse gerader 
Strecken zu reellen Zahlen führen, die rational und irrational 
sein können, so führt auch das Verhältnis einer krummen 
zu einer geraden Strecke immer zu einer reellen Zahl, die 
rational oder irrational sein kann. So ist das Verhältnis 
der Peripherie eines Kreises zu dessen Durchmesser eine 
reelle Zahl, von der Lambert 1761 bewiesen hat, daß sie 
irrational ist. überhaupt ist das Verhältnis irgend zweier 
gleichartiger Dinge immer eine reelle Zahl, die rational oder 
irrational sein kann. So ist das Verhältnis der Zeit, welche 
die Erde braucht, um sich um die Sonne herum zu bewegen, 
zu der Zeit, welche die Erde zur Rotation um ihre Achse 
braucht, eine rationale oder irrationale Zahl, die größer 



*) Vgl. Band m dieser Sammlung. 



§ 1. Die Irrationalzahlen. 5 

als 365 und kleiner als 366 ist. Zweitens ist das Ver- 
hältnis der Dichtigkeit des Goldes zu der des Wassers eine 
rationale oder irrationale Zahl^ die größer als 19, kleiner 
als 20 ist. Drittens ist das Verhältnis der Arbeit, die in 
Wärme umgesetzt, 1 Kilogramm Wasser um 1 Grad Celsius 
zu erwärmen vermag, zu der Arbeit, die 1 Ejlogramm 
1 Meter hoch hebt, gleich einer rationalen oder irrationalen 
Zahl, von der man weiß, daß sie ungefähr ^^ betragt. Für 
alle solche Verhältnisse gibt man ratiODale Zahlenwerte, 
meist in Dezimalbruchform, an, ohne sich darum zu be- 
kümmern, ob das Verhältnis in Wirklichkeit rational 
oder irrational ist. 



ÜbuDgen zu § 1. 

Welche von den folgenden Zahlen sind rational 
und welche irrational? 

1) yi6 + 25; 2) y¥; 3) yUTiVTö; 4) -ß + Yö; 

5) /5.yi25; 6) (y5 + l)(/5— l); 7) (y2 + j/ö)'— 2yiÖ] 

8)y2Ö+y45-/l25; 9) ^+/iö-]/y^ 10) y25-16; 

11) l/yir,+ 7 .yyiT— 7; 12) yö;9; IS) y0,1849; 

14) 5^; 15) 1^; 16) yV+bi^; 17) log 20; 

18)logyi0; 19)— log 125; 20) 343^? 

Gib in Dezimalbruchform die folgenden Zahlen 
so an, daß der Fehler kleiner als YjhiT ^*- 

21) l + y5; 22) 7 — ySÖ; 23) log 0,2; 24) }^256 — J^ 
25) yÖA2r; 26) yiÖÖÖ; 27) /p"; 28) Yi; 29) YH; 
30) log 9; 31)3*; 32)^yi2 — y27; 33) log 81— log 3; 

34) Yl. 

Schließe jede reelle Wurzel der folgenden Glei- 
chungen in zwei Grenzen ein, die sich um y^jVö- unter- 
scheiden: 
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35)x2 = 3; 36)4x2 = 20; 37) x = -; 38) x»^. 2; 

39) x*«25; 40) x2 = x + ll; 41) x* = 9x2 + 20; 
42) x» = — 27. 

Was kann man über x behaupten^ wenn man 
weiß; daß x negativ ist^ und daß: 

43) x2=5; 44) x2>5; 45) x2<5; 46) x^> 36; 
47) l<3i8t? 



48) Jemand berechnet sowohl /2 — 1 als auch \3 — 2/2 
und findet dabei immer dieselben rationalen Grenzen, wie 
weit er auch die Genauigkeit treiben mag. Was kann er 
dann über die beiden irrationalen Zahlen behaupten? 

49) Beweise aus der Identität ( — ^ — 1 — ybc= [ — ; — 1 , 

daß das arithmetische Mittel zweier reeller Zahlen nie 
kleiner ist, als ihr geometrisches Mittel. 

50) Der Sinus von x Grad ist rational, und x ist eine 
ganze Zahl <90. Wie groß muß x sein? 

51) Man weiß, daß die positive ganze Zahl x kleiner 
als 45 ist. Was kann man dann über den Tangens von 
X Grad behaupten? 

Größen, deren Verhältnis irrational ist, nennt 
man inkommensurabel. Gib an, ob die folgenden 
7 Größenpaare kommensurabel oder inkommen- 
surabel sind: 

52) Seite und Diagonale eines und desselben Quadrats? 

53) Inhalt eines Quadrats und Inhalt des Quadrats 
über seiner Diagonale? 

54) Umfang eines Kreises und dessen Durchmesser? 

55) Inhalt eines Kreises und Quadrat über seinem 
Durchmesser? 

56) Umfang eines regulären Sechsecks und Durchmesser 
des ihm umbeschriebenen Kreises? 

57) Radius eines Kreises und Seite des ihm einbeschreib- 
baren regulären Zehnecks? 
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58) Volumen einer Kugel und Volumen desjenigen ihr 
eiubeschriebenen geraden Kegels, dessen Achsenschnitt ein 
gleichseitiges Dreieck ist? 

59) Ist anzunehmen, da£ ein neu entdecktes chemisches 
Element ein rationales auf Wasser bezogenes spezifisches 
Gewicht hat? 

60) Ist anzunehmen, daß die ümlaufszeit eines neu 
entdeckten Planeten und die ümlaufszeit der Erde um die 
Sonne ein irrationales Verhältniss haben? 

61) Was kann man von einer Zahl aussagen, deren 
Dezimalstellen von der vierzigsten an sämtlich Null werden; 
wie groß man auch die Zahl der Dezimalstellen wählen mag? 

62) Jemand findet von einer Zahl, daß ihre Dezimal- 
stellen von der zehnten an gleich 3 werden, und 3 bleiben, 
wie weit man auch die Dezimalstellen berechnen mag. Was 
kann er über die Zahl behaupten? 

63) Jemand findet von der Zahl tu, daß sie bis zur 
hundertsten Dezimalstelle weder einem geschlossenen noch 
einem periodischen Dezimalbruch gleich sei Kann er daraus 
mit Sicherheit schließen, daß x irrational sei? 



§ 2. Begriff der Veränderlichkeit. 

Alle denkbaren rationalen oder irrationalen Zahlen, die 
größer als a und kleiner als b sind, lassen sich nach ihrer 
Größe ordnen, so daß von je zwei solchen Zahlen c und d 
immer angegeben werden kann, ob, bei der Anordnung vom 
Kleineren zum Größeren, die Reihenfolge acdb oder adcb 
stattfindet. Die erstere Reihenfolge ist zu wählen, wenn 
c<d ist, die letztere, wenn c>d ist. Es ist naheliegend, 
sich solche Reihenfolgen räumlich zu veranschaulichen, indem 
man auf einer geraden Linie jeder Zahl einen Punkt zu- 
ordnet. Dann ist nur nötig, daß man eine beliebige Strecke 
als Maßeinheit ninmat, und daß man irgend einer Zahl einen 
bestimmten Punkt der geraden Linie zuweist, um zu erreichen, 
daß jeder beliebigen Zahl ein ganz bestimmter Punkt zu- 
geordnet ist. Wenn dann eine Zahl um e kleiner ist, als 
eine andere, so muß auch der ihr zugeordnete Punkt um 
e Maßeinheiten vor dem Punkte Hegen, der der zweiten Zahl 
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zugeordnet ist, wo das Wort „vor*^ die Biehtung nach den- 
jenigen Punkten hin bezeichnet, die die kleineren Zahlen 
darstellen. Auf einer unbegrenzten geraden Linie kann man 
80 jede denkbare reelle Zahl durch einen Punkt darstellen. 
Der einer beliebigen negativen Zahl zugeordnete Punkt Kegt 
dabei vor dem Punkte, der die Zahl Null darstellt und der 
Punkt, welcher eine beliebige positive Zahl abbildet, hinter 
dem Null-Punkte. 

Wenn man bei dieser graphischen Abbildung der 
reellen Zahlen auf eine gerade Punktreihe nur die rationalen 
Zahlen abbüdete, so würde zwar jeder rationalen Zahl ein 
Punkt zugeordnet sein; doch würde nicht umgekehrt jedem 
Punkte der geraden Linie eine rationale Zahl zugehören. 
Beispielsweise würde der Punkt, der vom Nullpunkte nach 
der positiven Seite hin um eine Strecke entfernt ist, die 
gleich der Diagonale des Quadrats über der Maßeinheit ist, 

die Zahl + /2; also keine rationale Zahl, darstellen. Man er- 
kennt also, daß erst durch die Einführung der irrationalen 
Zahlen die graphische Abbildung der Zahlen auf eine gerade 
Punktreihe so gestaltet wird, daß jeder beliebigen Zahl ein 
bestimmter Punkt, aber auch umgekehrt jedem beliebig ge- 
wählten Punkte eine bestimmte Zahl entspricht. 

Wahrend in der elementaren Arithmetik ein Buchstabe 
immer eine bestimmte und unveränderliche Zahl bedeutet, so 
kann in der Analysis ein Buchstabe, etwa x, auch eine ver- 
änderlich gedachte Zahl bezeichnen. Man meint damit, 
daß X alle denkbaren reellen Zahlenwerte, nach ihrer Größe 
geordnet, nach einander annimmt, etwa von bis 9. Man 
benutzt dabei stillschweigend die soeben besprochene geo- 
metrische Veranschaulichung, wemi man sagt, die veränder- 
liche Größe X durchläuft alle reellen Zahlenwerte von 
bis 9, oder noch kürzer, x durchläuft das Intervall von 
bis 9. Die veränderlichen Größen pflegt man mit den 
letzten Buchstaben des Alphabets x, y, z, u, v, w, die unver- 
änderlichen oder konstanten Größen mit den ersten Buch- 
staben des Alphabets, etwa a,b,c oder A,B, C zu bezeichnen. 



Wenn eine veränderliche Größe x sich einer konstanten 
Größe a immer mehr nähert, so daß schließlich der Unter- 
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schied zwischen x und a beliebig klein wird, so heißt a 
die Grenze (limes) von x. Um auszudrücken, daß a die 
Grenze von x ist, schreibt man: 

a == limx 

(gelesen: „a gleich limes x^^). 

Beispielsweise ist /S die Grenze, welcher sich der De- 
zimalbruch 2,23607... nähert, d. h., der Unterschied zwi- 
schen dem Dezimalbruch und /5 wird beliebig klein, wenn 
man die Anzahl der Stellen hinreichend groß macht. 

Femer ist | die Grenze, der sich der periodische De- 
zimalbruch 

0,5 = lim(A + ^ + jA_ + ...) 

immer mehr nähert, je mehr Glieder der in Klammer 
stehenden Summe man berechnet. 

Ein drittes Beispiel bietet das Verfahren des Archimedes 
um die Zahl tu, das Verhältnis des Umfangs eines Eieises 
zu dessen Durchmesser, näherungsweise zu berechnen. Er 
betrachtete den Umfang eines Kreises als die Grenze des 
Umfangs des dem Kreise einbeschriebenen bezw. umbeschrie- 
benen regelmäßigen n-Ecks, wenn die Anzahl n der Seiten 
immer größer wird. In der Tat wird der Unterschied zwi- 
schen beiden Umfangen beliebig klein, wenn man nur n hin- 
reichend groß macht. 

Wenn eine veränderliche Größe immer kleinere und 
kleinere Werte annimmt, so daß sie kleiner werden kann, 
als jede gegebene Größe, so sagt man, sie werde unendlich 
klein oder verschwindend klein. Als Grenze einer der- 
artig veränderlichen Größe ist die Zahl Null anzusehen. 

Beispielsweise nimmt die Größe x = z — 3, wo z und 
deshalb auch x veränderliche Größen sind, immer kleinere 
Werte an, je kleiner man die Zahl annimmt, um welche z 
größer als 3 ist. Es ist erreichbar, daß x kleiner als ein 
Milliontel wird, wenn man nur z kleiner als 3 ^^^^^^^ an- 
nimmt Um das hiermit angedeutete Grenzverfahren nicht 
in jedem einzehien Falle wiederholen zu müssen, schreibt man 

^'^'''' lim(z-3) = 0. 

z=3 
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Man beachte aber dabei ^ daß in dem unter lim gesetzten 
,,z = 3^^ das Gleichheitszeichen in einem neuen Sinne ge- 
braucht wird, indem es andeutet, daß z nicht gleich 3 ist, 
sondern sich der Zahl 3 nähert. 

Ebenso bedeutet: 

lim log X = 0, 

x = l 

daß, wenn in logx für x nacheinander Werte gesetzt werden, 
deren Unterschied von 1 immer kleiner wird, das Besultat 
sich immer weniger von unterscheidet, so daß, wenn man 
nur ffir x einen Wert setzt, der sich von 1 hinreichend 

wenig unterscheidet, man es erreichen kann, daß logx sich 
von um beliebig wenig unterscheidet. 

Häufig kommt es vor, daß Zähler und Nenner eines 
Bruches, beide verschwindend klein werden. Dann erhält man 
im Zähler ebenso wie im Nenner den Grenzwert 0. Da aber 
0:0 vieldeutig*) ist, so erwächst der Mathematik die Auf- 
gabe, zu bestimmen, welcher Grenze sich der Wert des 
Bruches selbst nähert. Hierfür zwei Beispiele: 

x2 9 

1) lim — = 6. Man setze nacheinander x = 4, 

x=8X — 6 

X = 3^, X = 3^, X = i-rhj' I^^iii^ erhält man beziehungs- 

x2 9 

weise 7, 6^, 6^, 6y^. Man erkennt also, daß — sich 

X "~~~ ö 

um so mehr der Zahl 6 nähert, je weniger die Zahl x sich 
von 3 unterscheidet. Dasselbe Ilesultat erkennt man auch, 

x^ 9 

wenn man von vornherein — mit x + 3 identifiziert. Man 

X — 3 

beachte hierbei, daß sich x einer bestimmten Zahl von oben 
und von unten nähern kann. In dem soeben behandelten 
Beispiel hat sich x der Zahl 3 von oben genähert. Wenn 
sich X von unten nähern soll, hat man etwa zu setzen: 
x = 2, x=2^, x = 2-5^, X = 2 3^^^, wodurch man beziehungs- 
weise 5, 5^, 5^, 5^^ erhält, und auch erkennt, daß der 
gesuchte Grenzwert 6 ist. 

sin X 

2) lim = 1. Um dieses Resultat zu verstehen, be- 

x = 3L 

achte man zuerst, daß man sich dabei x nicht in Teilen 
*) Vgl. Bd. I dieser Sammlung, § 11. 
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der vollen Umdrehung (in Graden) vorzustellen hat, sondern 
als Bogen eines Zentriwinkels in einem Kreise vom Sadius 1. 




Flg. 1. 



Zum Beweise beachte man, daß für alle Bögen x, welche 



TT 



kleiner als -^ (d. L kleiner als 90 Grad) sind, in Figur 1: 

A OCB < Sektor AOB < A OBD 

wird. Das Gleichheitszeichen ist dabei nur zu nehmen, wenn 
der Bogen AB gleich Null wird. Macht man den Halb- 
messer des Kreises um O gleich 1, so ist: 

2mal AOCB = CB • CO = sinx . cosx 
2mal Sektor AOB = (Bogen AB) mal AO =- x 



2mal OBD = OB • BD = tgx = 



smx 



cosx 

Folglich geht die obige Vergleichung über in: 

sinx 



sinx cosx <x< 



cosx 



Dividiert man diese Gleichung durch sinx, so erhält man: 



X 1 

cos X < -; < 



sm X = cos X 



Nimmt man in dieser ümgleichung überall die reziproken 
Werte, so erhalt man: 

1 sinx 

> — — > cosx. 



cos X = X 
d. h. liegt immer zwischen cosx und — 



Da nun 



cosx 
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aber limcosx = l und lim-^ - 1 wird, so muß auch 

x = x=0COSX 

lim gleich 1 werden. 

x = X 



Wenn eine veränderliche Größe immer größere und 
größere Werte annimmt, so daß sie jede gegebene Größe 
übersteigen kann, so sagt man, sie werde unendlich groß 
oder sie sei eine unbegrenzt wachsende Größe. Das 
Zeichen für unendlich groß ist: 

cx> oder +oo. 

Wenn man also von „unbegrenzt wachsenden^^ oder von 
unendlich großen Zahlen spricht, so will man damit ein 
Grenzverfahren (ein „je — desto'^ andeuten, das darin be- 
steht, daß man zunächst mit endlichen, aber veränder- 
lichen Zahlen rechnet, die dann aber größer werden dürfen, 
als jede noch so große Zahl. So drückt: 

lim tg X = oo 

aus, daß, wenn der Winkel x, größer werdend, sich dem 
Winkel 90^ nähert, tg immer größer wird, und zwar der- 
gestalt, daß, wenn man nur x < 90^, aber nahe genug an 90^ 
annimmt, man es erreichen kanu, daß tgx größer als jede 
noch so große vorgeschriebene Zahl wird. Man überlege 
sich hiemach die Richtigkeit der folgenden Wahrheiten, wo 
immer a eine unveränderliche, bestimmte Zahl bedeutet: 

1) lim(x + a) = oö; 



X = oo 



2) lim(x — a) = oo; 

X=oo 

3) lim (x • a) == oo; 

x=oo 

4) lim— = oo; 

5) liin^ = 0; 

6) lim — = oo. 

x = X 
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Wenn der absolute Betrag einer negativen veränderlichen 
Größe unbegrenzt wächst^ so nennt man den Grenzwert: 

(gelesen ^^minus unendlich"). Hiemach gut, wenn a eine end- 
liche Zahl bedeutet; die Umgleichung: 

— oo <; a < + oo. 

Femer gilt für jede Zahl a, die nicht unendlich groß ist: 

Um a — X = — oo. 

X=oo 

Ehe der Begriff des Unendlichgroßen eingeführt war, 
kannten wir nur einen einzigen aus den Rechnungsarten 
erster und zweiter Stafe stanunenden Ausdruck, der gleich 
jeder beliebigen Zahl gesetzt werden durfte: 

0:0. 

Mit Hilfe des Zeichens oo lassen sich nun noch drei weitere 
von solchen vieldeutigen Ausdrücken zusammensetzen, näm- 
lich, wie aus den ob^en Nummern 1) bis 5) hervorgeht: 



oo 
oo 



, • oo, oo — oo. 



In jedem besonderen Falle hat jeder dieser Ausdrücke 
natürlich einen bestimmten Wert, der davon abhängt, in 
welcher Weise eine veränderliche Größe verschwindend 
klein wird, bezw. größer als jede noch so große Zahl wird. 
So hat, wie aus dem obigen Beispiel hervorgeht, 

— den bestinunten Wert 1, 


wenn die Null des Nenners der Grenzwert eines immer 
kleiner werdenden Bogens ist, und die Null des Zählers der 
Grenzwert der zugehörigen Sinus-Strecke ist. (Vgl. oben.) 

Zu den erhaltenen vier unbestimmten Ausdrücken: 

oo ^ 

— • — , ü • oo, oo — oo 

~ 

treten durch die Rechnungsarten dritter Stufe noch drei 
weitere hinzu, nämlich: 

0^ 1*, ooO. 
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Um einzusehen ; daß auch diese drei Ausdrücke vieldeutig 
sind; beachte man die folgenden^ aus den Gesetzen der Loga- 
rithmierung folgenden Grenzwerte: 







lim log X — 

x=l 


0; 






lim log X =* 


~; 


wobei b beliebig. 
Hieraus folgt 


lim log X — 

x=0 

aber größer als 
dann, daß 


1 ist. 




1 


• b*^®«^ b* 


. 



vieldeutig sein muß. Ebenso erkennt man die Vieldeutigkeit 
von oo^ aus: ^ , « / , a 

OqO _ \yO • log« _ })0 . 00 ^ 

und die Vieldeutigkeit von 0^ aus: 

b 

Qo -- IjO • iogo__ bo •(—«)= b'"^® • *\ 

Es erwächst nun der Mathematik die Aufgabe^ die Grenz- 
werte zu bestimmen, zu welchen solche unbestimmten Aus- 
drücke führen, wenn die in diesen Ausdrücken auftretenden 
Zahlen n i .^ 

auf ganz bestimmte Weise aus veränderlichen Größen ent- 
stehen.*) 

Bei der Veränderlichkeit einer Größe x ist bisher immer 
nur daran gedacht, daß x alle denkbaren rationalen und ir- 
rationalen Zahlenwerte durchläuft, so daß in dem Intervall 
zwischen x = a und x = b, wo b > a ist, noch unendlich 
viele Zahlenwerte zu denken sind, von denen jeder größer 
als a, kleiner als b ist. Es ist jedoch nicht immer nötig, daß 
die veränderlich gedachte Größe x alle denkbaren Zahlen- 
werte durchläuft, sie kann vielmehr auch sprungweise sich 
ändern, etwa so, daß jeder neue für x zu denkende Zahlen- 
wert um c größer ist, als der vorangehende, oder auch so, 
daß die für x zwischen x = a und x = b zu deukenden Zahlen- 



*) Vgl. in dieser Sammlung Bd. X, § 17. 



§2. Begriff der Veränderlichkeit. 15 

werte erst um c, dann um 2 c, dann um 3 c u. s. w. größer 
werden, oder nach irgend einem andern Gesetze sich ändern. 
Insbesondere kommt es vor, daß die veränderliche Größe x 
nur die natürliche Reihe der Zahlen durchläuft, d. h. nach- 
einander X = 1, X = 2, X = 3 u. s. w. zu denken ist. Nament- 
lich ist dies der Fall, wenn x ein Zahl-Ergebnis ist, also etwa 
die Anzahl der Glieder einer gesetzmäßig gebildeten Reihe 
von Zahlen. Beispielsweise kann man bei der Reihe: 

1111 1 

V 2' 3' 4:''"' n''"' 

d. h. der Reihe der reziproken Werte der natürKchen Zahlen, 

fragen, welchem Grenzwert die n-te Zahl, die doch gleich — 

ist, zustrebt, wenn n unbegrenzt wächst. Man muß dann 

in — für X sprungweise die Werte 1, 2, 3 u. s. w. einsetzen, 

braucht also für x nicht alle zwischen zwei ganzen Zahlen 
liegenden Zahlenwerte einzusetzen, um zu erkennen, daß bei 
unbegrenzt wachsendem n die n-te Zahl der obigen Reihe 
verschwindend klein wird, also den Grenzwert Null hat. 
Weiteres über Grenzwerte findet man in § 4 und § 9. 



Übungen zn § 2. 

Auf einer geraden Linie liegen zwei Punkte 
O und E, welche beziehungsweise die Zahlen und 1 
abbilden. Bestimme den Punkt, welcher abbildet 
die Zahl: 

1)5; 2) -3; 3)+3f; 4) -2^; 5) + /3; 6)-f5; 
7)H-Y2; 8)2-/2; 9) log 2; 10)1^3; 11) x; 12)l/5~f5. 

Wenn X alle Zahlenwerte von bis 10 durch- 
läuft, welche Zahlenwerte durchläuft dann: 

13) x2? 14)x2 — 9x? 15)}^? 16)—^? 17)log(x + 3)? 
18)2»? ''+-^ 

19) Welcher Grenze nähert sich -, wenn x sich der 

Zahl 4 nähert? ^ — ^ 
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20) Welcher Grenze nähert sich (3 — x)*, wenn x sich 
der Zahl 3 nähert: a) von oben? b) von unten? 

3 3 3 

21) Wieviel Addenden der Summe j^ + ^f^ + T?i7m ^' s-w. 

muB man addieren^ um zu erreichen^ daß die Summe sich um 

weniger als ein Zehntausendstel von ~ unterscheidet? 

o 

22) Welcher Grenze nähert sich 7 — x, wenn x von 6 
an sich der Zahl 7 nähert? 

23) Welcher Grenze nähert sich 5^^ wenn x verschwindend 
klein wird? 

x» 1 

24) Welcher Grenze nähert sich —9 wenn x sich 

der Zahl 1 nähert? ^ "" ^ 

25) Welcher Grenze nähert sich — ; , wenn x ver- 
schwindend klein wird? ®^^ 

X 

26) Welcher Grenze nähert sich / =, wenn x 
verschwindend klein wird? y 1 - cos x 

ainx 

27) Welcher Grenze nähert sich 3~x~, wenn x ver- 
schwindend klein wird? 

7 

28) Welchem Grenzwert nähert sich — , wenn x größer 

wird, als jede noch so große Zahl? ^ 

4 



7x4-4 
29) Welchem Grenzweit nähert sich 

wenn x unbegrenzt wächst? ^^—^ 



x-J 

g^2 5x4-2 

30) Was wird aus ^ . — — r, wenn x unendlich 
groß wird? dx^ + 4x + l 

3 

31) Was wird aus 7 H — , wenn x verschwindend klein 

wird? ^ 

2 

32) Was wird aus 5 , wenn x verschwindend klein 

wird? ^ 

33) Was wird aus 19 -{ ^, wenn x sich der Zahl 5 



von oben nähert? 



X — 5 



§ 2. Begriff der Veränderlichkeit, 17 

34) Was wird aus 13 x^, wenn x unbegrenzt wächst? 

35) Welcher Grenze nähert sich derQuotient : — — -, 

wenn x sich der Zahl 3 nähert? ^~^ ^ "~^ 

36) Welcher Grenze naher sich — , wenn 

X sich der Zahl 1 nähert? ^~^ x — 1 

5 

37) Welcher Zahl nähert sich j — — ^, wenn x unbe- 
grenzt wächst? 4x + 7 

38) Berechne: lim — ^ • (x^ — 16). 

39) Berechne: lim 9'-^ 

40) Wie verändert sich tg x, wenn x das Intervall von 
bis X durchläuft? 

41) Was bedeutet lim fx =« oo? 

42) Warum muß die Definition des Begriffs „veränder- 
liche Größe" der Definition des Begriffs „unendlich groß" 
oder ,,unendlich klein*' vorangehen? 

, , , z z • 4 log X 

43) Welcher Zahl nähert sich (yi)'"^^= lO'^*^ ^ , 
wenn x sich der Zahl 1 nähert und 10 die Basis des Loga- 
rithmensystems ist? 



44) Welcher Zahl nähert sich (x^ — 2x + lf«^^''^\ wenn 
X sich der Zahl 1 nähert? (Vgl. die eckige Klammer in Nr. 43). 

45) Wann ist lim— = + o^ ^^^ wannist lim — = — <x>? 

46) Der reziproke Wert der ersten ungeraden Zahl ist 

i = l, der zweiten ungeraden Zahl J-, der n-ten ^r^-r* 
1 ' ^ 3^ 2n — 1 

Warum muß man n sich sprungweise ändern lassen , wenn 

man untersuchen will, welchem Grenzwert der reziproke 

Wert der n-ten ungeraden Zahl bei unbegrenzt wachsendem 

n zustrebt? 



Schubert, Niedere Analysis. H. 
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§ 3. Begriff der Funktion. 

Wenn zwei veränderliche (§ 2) Größen x und y durch 
eine Gleichung miteinander verknüpft sind, so werden sie 
dadurch von einander abhängig, indem zu jedem Werte 
der einen Variabein ein Wert oder mehrere Werte der 
andern Variabein gehören. Wenn z. B.: 

x(x + 8) = y + 33 

eine Gleichung zwischen den beiden Variabein x und y ist, 
so gehört zu jedem Werte von x ein Wert der Variabein y, 
d. h., wenn man diese beiden Werte für x und y in die 
Gleichung einsetzt, so wird die Gleichung richtig. Beispiels- 
weise gehört zu x = 0, y= — 33, zu x=;l, y= — 24, zu 
X = 2, y = — 13, zu X = 3, y = 0, zu x = 4, y = 15 u. s. w. 
Man kann auch für x eine positive oder negative gebrochene 
oder irrationale Zahl einsetzen, immer wird es eine Zahl y 
geben, welche die Gleichung richtig macht. Setzt man z. B. 

X =« 4 y2, so erhält man, daß y = 32 ^2 — 1 sein muß, damit 
jene Gleichung erfüllt wird. Wenn man aber umgekehrt 
für y einen Wert einsetzt, etwa y = 15, so erhält man für x 
immer zwei Werte, nämlich für y = 15 sowohl x= +4: als 
auch x= — 12. Setzt man y = 0, so erhält man außer 
x = 3 auch x = ^ — 11. Jede der beiden durch eine Gleichung 
verbundenen Variabein kann man als die unabhängige 
Veränderliche betrachten, dann ist immer die andere die 
abhängige Veränderliche. Im obigen Beispiele wurde zuerst 
X und dann y als unabhängige Veränderliche betrachtet* 
Die abhängige Variable nennt man auch eine Funktion 
der unabhängigen Variabein. Meist ist die Art der Ab- 
hängigkeit der einen Variabein von der andern durch eine 
Gleichung ausgedrückt oder ausdrückbar. Doch ist dies 
nicht gerade notwendig. Man nennt eine Variable y auch 
dann eine Funktion von der Variabein x in dem Intervalle 
(§ 2) von x = a bis x = b, wenn in diesem Intervalle jedem 
Werte von x ein Wert von y oder mehrere Werte von y 
gesetzmäßig zugeordnet sind. Beispielsweise nennt man y 
auch eine Funktion von x, wenn y etwa die Anzahl der 
Primzahlen bedeutet, die kleiner als x ist. Derartige gesetz- 
mäßige Zuordnungen, die nicht durch eine einfache Gleichung 
zwischen x und y ausdrückbar sind, werden jedoch hier in 
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der „Niederen Analysis" nicht in Betracht gezogen. Wir 
werden vielmehr nur solche Funktionen betrachten^ in denen 
y durch eine Gleichung von x abhängt. Beispielsweise 
sind Peripherie und Fläche eines Kreises Funktionen des 
Badius. Dabei ist der Radius als Veränderliche betrachtet. 
Man kann jedoch auch den Badius als Konstante ansehen^ 
z. B.^ wenn man in einem und demselben Kreise die Länge 
einer Sehne als Funktion des der Sehne zugehörigen Zentri- 
winkels auffaßt. Es liegt nahe^ den Begriff der Funktion 
auch auf Abhängigkeiten zu übertragen, die außerhalb der 
reinen Mathematik liegen. So kann man in der Elektrizität 
bei konstanter Spannung die Stromstärke eine Funktion des 
Widerstandes nennen, in der Optik den Lichteffekt einer 
Flamme eine Funktion der Entfernung, in der Technik die 
Spannkraft des Dampfes eine Funktion der Temperatur, in 
der Assekuranz die Höhe der Leibrente eine Funktion des 
Lebensalters beim Beginn der Versicherung, in der Volks- 
wirtschaft die Kurshöhe eine Funktion des Geldangebots u. s.w. 
Dabei müssen dann immer alle übrigen in Betracht kommenden 
Größen als konstant angesehen werden. Freilich kann man 
auch eine Variable als Funktion von zwei unabhängigen 
Variablen auffassen. Es ist z. B. y, wenn y = x^ ist, gleich- 
zeitig abhängig von der Basis x, wie vom Exponenten z, 
oder es ist der galvanische Effekt abhängig sowohl von der 
Stromspannung wie auch von der Stromstärke. 

Wenn in der Gleichung, welche die Abhängigkeit der 
Variabein y von der Variabein x ausdrückt, die eine Seite y 
heißt, während die andere Seite nur x enthält, so nennt man 
y eine entwickelte Funktion von x. Wenn aber die 
Gleichung zwischen x und y nicht nach y aufgelöst ist, so 
heißt die Funktion unentwickelt. Häu% kann man in 
diesem Falle die Gleichung nach y auflösen, und so zu einer 
entwickelten Funktion gelangen. So folgt beispielsweise 
aus der unentwickelten Funktion: 

y2 — 8xy-|-4ya + 9x2 = bx 

die entwickelte: 

y = 4x — 2a + y7x2 — 16xa+4a2 + bx 

oder aus: y^ + x^ = tg x 

die entwickelte Funktion: 

y = ytgx — x^ 
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Wenn nicht das Gegenteil ausdrücklich gesagt ist, so 
soll unter „Funktion" schlechthin immer eine entwickelte 
verstanden werden. Eine solche Funktion heißt algebraisch, 
wenn in ihr x und konstante Zahlen nur durch die Ope- 
rationen der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation, der 
Division, sowie der Potenzierung und Kadizierung mit ganz- 
zahligen Exponenten verknüpft sind. Wenn dies nicht der 
Fall ist, nennt man die Funktion transzendent. Bei- 
spielsweise sind algebraische Funktionen die folgenden: 

y« (x^ + y^ — Tx/x) ; /x*, 
x^ — 4 ^ 



y^j/xö + yx- 1. 
Dagegen sind transzendent: 
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y = cosx, y = ytgx, y=-a*; y = x»^^, y= yä+ yb, 

y = asinx + bcosx; x=a ^ — x^ + sinx — tg^x. 

Unter den algebraischen Funktionen sind besonders 
wichtig die rationalen Funktionen, die entweder gebro- 
chene oder noch spezieller ganze Funktionen sein können. 
Eine ganze Funktion ist eine Funktion von der Form: 

a^ X -p a^L X -p a2 x -|- . • . au — i x -|- aQ , 

wo n eine ganze Zahl ist und wo a^, a^, a2, ... an kon- 
stante Zahlen sind. Eine rationale Funktion heißt ge- 
brochen, wenn sie als Quotient zweier ganzer Funktionen 
darstellbar ist. 

Wenn man bei einer Funktion der unabhängigen Va- 
riabein X viele Werte erteüt und für jeden Wert von x den 
zugehörigen Wert von y bestimmt, so erhält man eine Ta- 
belle für die betreffende Funktion. Für Funktionen, die 
mühsam zu berechnen sind, hat man solche Funktionstabellen 
übersichtlich zusammengestellt, indem man der Reihe nach 
die Werte von x gleich den aufeinanderfolgenden ganzen 
Zahlen gesetzt oder sonstwie gesetzmäßig angeordnet hat, 
und die zugehörigen Funktionswerte daneben angegeben hat. 
Von solchen Funktionstabellen sind am bekanntesten die 
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Logarithmentafeln^ aus denen für die Basis zehn die Loga- 
rithinen aller Zahlen von Eins bis 10* oder 10^ auf vier, 
fünf, sieben oder noch mehr DezimalsteUen entnommen 
werden können.*) 

Außer durch eine solche Funktionstabelle kann man 
auch durch graphische Abbildung sich ein Bild von dem 
Verlauf einer Funktion 
verschaffen. Die gra- 
phische Abbildung einer 
Funktion bewerkstelligt 
man, indem man auf 
einer horizontalen Achse 
Punkte annimmt, die 
den Werten der unab- 
hängigen Variabein x 
entsprechen, und in den 
Punkten auf der Achse 

Lote errichtet, auf 
welche man nach oben 
odernachuntenStrecken 
abtragt, die den zugehö- 
rigen Funktionswerten 
entsprechen, nach oben, 
wenn der Funktions wert 
positiv ist, nach unten, 
wenn er negativ ist Eine 
Linie, die durch alle so 
gefundenen Abtragungs- 
endpunkte hindurch- 
geht, gibt dann ein Bild 
der abgebildeten Funk- 
tion. Auf solche Weise 
ist die Figur 2 entstan- 
den, welche die Funktion 

abbildet. Für x = kommt y -= 3, für x =» 1 kommt y = 7, 
für X = 2 kommt y = 5, für x = 3 kommt y = 3 u. s. w. Um 
den Lauf der Funktion zwischen zwei aufeinanderfolgenden 




Vgl. hier § 14. 
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ganzzahligen Werten möglichst genau zu erkennen^ ivird 
man auch gern für x dazwischen liegende gebrochene Zahlen- 
werte annehmen. So erhalt man y = 3f für x = 2^. Es 
steht auch nichts im Wege, die zu irrationalen Werten von 
X zugehörigen Funktionswerte von x zu berechnen und ab- 
zubilden. 

Man erkennt aus der Figur, daß die abgebildete Funktion 
zwischen x = — 1 und x = Null wird, nachdem sie vor 
X = — 1 negativ war, daß sie dann von x = bis x == 1 
weiter zunimmt, bei x == + 1 ein Maximum von y = 7 er- 
reicht, weiterhin aber zwischen x = + 1 und x = + 3 ab- 
nimmt, um bei X =+ 3 ein Minimum von y « + 3 zu er- 
reichen, und daß sie endlich von x = -|- 3 an bei wachsendem 
X andauernd zunimmt. 



Wenn, wie bisher immer, y als Funktion von x dar- 
gestellt ist, so ist umgekehrt x auch eine Funktion von y, 
nur daß es nicht immer leicht ist, diese Funktion in ent- 

wickelter Form anzugeben. Wenn y = x'' ist, so ist x==yy; 
wenn aber y eine allgemeinere ganze Funktion von x ist, 
wie etwa die oben abgebildete Funldion, so läuft das Problem 
der Umkehrung, d. h. das Problem, x als Funktion von y 
darzustellen, darauf hinaus, eine Gleichung höheren Grades 
zu lösen. Wenn y = b^ ist, so ist schon in der „Elementaren 
Arithmetik"*) die Funktion, welche x abhängig von y dar- 
stellt, durch besondere Zeichen dargestellt und ausführlich 
behandelt. Die Umkehrung von y = b^ lautet nämlich: 

X = log y zur Basis b. 

Was die von der Trigonometrie**) gelieferten Funktionen 
sinx, cosx, tgx, cotgx anbetrifft, so ist zunächst daran zu 
erinnern (vgl. § 2), daß man sich dabei in der Analysis 
unter x nicht einen in Graden, Minuten und Sekunden ge- 
gebenen Winkel vorzustellen hat, sondern das Verhältnis des 
Bogens, dessen Zentriwinkel ein solcher Winkel ist, zum 
Radius dieses Kreisbogens. Man sagt also in der Analysis 

statt 360 Grad -^ ==27u, statt 180 Grad w, statt 90 Grad 



*) § 32 von Bd. I dieser Sammlung. 
**) Bd. III dieser Sammlung. 
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*Tl ^^ Tt 

— , statt 30 Grad ^, statt 1 Grad ^^ttU. s.w. Wenn also in 

sin X die unabhängige Variable x gleich -^ gesetzt wird, so be- 
deutet sinx den Sinus desjenigen Zentriwinkels, bei welchem 
der Bogen gleich dem zehnten Teil des Eadius ist. Da bei 

360 Grad x = 2 tt ist, so ist x = 1 bei —^ — = , also 

1 180^ 1 ^ 

X = Tpj bei -TK — • I^^r zu X = — gehörige Winkel würde 

180 ^ 
also in Graden —^ betragen, wenn % näherungsweise 

20. 4r 

22 
gleich — gesetzt wird, oder etwa 5 -^ Grade. Beispielsweise ist : 

sin- = -, co827w=— 1, tg-= + l, cotg- = -/3. Statt 

„Verhältnis des Bogens zum Radius" darf man auch schlecht- 
hin ,JBogen" sagen, wenn man sich den Badius immer gleich 
Eins gesetzt denkt. Man sagt also kurz „Sinus des Bogens x^^ 
statt sinx und denkt stillschweigend dazu: „in einem Kreise 
vom Badius Eins'^ 

Für die Umkehrungen der trigonometrischen Funktionen: 

y = sinx, y = C08x, y = tgx, y = cotgx 

sind in der Analysis beziehungsweise die Zeichen: 

X = arc sin y, x = arc cos y , x = arc tg y , x = arc cotg y 

gebräuchlich. Diese Umkehrungen der trigonometrischen 
Funktionen nennt man kyklometrische. 

x = arcsiny, 
gelesen: x gleich „Arcus Sinus y" 

bedeutet also, daß x der Bogen ist, dessen Sinus y ist. 
Analog bedeutet x = arc cotg y, daß x der Bogen ist, dessen 
Cotangens y ist. Da, wenn x von bis 2 w wächst, jede der 
trigonometrischen Funktionen zweimal einen und denselben 
Wert bekommt, und da sie auch immer wieder denselben Wert 
bekommt, wenn x weiterhin um beliebig viele Vielfache von 27c 
wächst, so müssen bei jeder der Umkehrungen der trigono- 
metrischen Funktionen einem und denselben Werte von y be- 
liebig viele Werte von x zugehören. Man meint jedoch, wenn 
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nicht das Gegenteil ausdrücklich gesagt ist^ immer nur einen 
einzigen Wert von x, und zwar denjenigen, der zwischen 

TU 

und — liegt und der kleinste unter allen positiven Werten 
von X ist. Beispielswelse ist also: 

arc sin 1 = ^ , arc cos — /2 = j, arc tg j/S = ^ , 
arctgl=|, arccoig(2 + y3) = ^. 



Übungen zu § 3. 

Stelle aus den folgenden Gleichungen y als 
Funktion von x her: 

I) x8 + yx2— 7x + y = 0; 2) 5x + 8 — x2 = y2; 
3) sinx — a*y + logx = 0; 4) x» +yx2 = 100. 

Die abhängige Variable y soll als Funktion von x 
hergestellt werden bei: 

5) y2 = 9x2 — 7; 6) öx» — yx»=7; 

7) y2 + xy — 2x2 = 0; 8) xy = 100; 9; y^=100; 

10) 4^ sin X + cos x • y = 0. 

Welche von den folgenden Funktionen von x 
sind algebraisch und welche transzendent: 

II) y=^^^?12)y=l^x8 + 27? 13)y = a^ + b' + c«? 

^+ 7x5 — 1 
14) y = cos*x — cosx? 15) y = — ^-— x*? 

Verwandele in den Quotienten zweier ganzer 
Funktionen: 

16) _i ^ + -^- 17) ^!±i L_. 

^ X — 3 x + 3^x» — 9' ^ X«— 1 X» — 1 ' 

1 1 4 5 1^_ 

18) t ^-\ ; 19) "+i,,"o+V " 



jj 1 ' -"' 2x + 3 ' x+3 

"T 



X* — 1 ' X2 — 1 
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Stelle eine Tabelle der folgenden Funktionen 
so her^ daß x gleich einer der ganzen Zahlen von 
1 bis 10 ist: 

20) -; 21) ix; 22) log x; 23) 2^; 24) x» — 3x; 

25) 1--L-. 26) x-'ii; 27)^2; 28) >/i. 

Bilde die folgenden Funktionen graphisch ab: 
29) y = x8 — 5x; 30) y = x« — 6x + 5; 31) y==>^; 
32) y = -; 33) y = logx; 34) y = x* — 2x» + 5x — 4 

Entwickele aus den folgenden Gleichungen j als 
Funktion von x und entscheide, ob diese Funktion 
algebraisch oder transzendent ist: 

35) ^ = Ax3 + Bx; 36) (y — a) (x« + ax + b) « 0; 

37) 7=}^; 38)A + /i = i3; 39) logy = sinx; 

xy 

40) Ay2 + By = Cx. 

Entscheide, ob in den folgenden Gleichungen y 
als rationale oder irrationale Funktion von x er- 
scheint: 

41)y(ax2 + bx + c) = x8; 42)y2 + y = x; 
43)y* = (x-a)(x-b); 44) y(5 +x) = ^-|; 
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47) y + yy = X. 

48) Beweise, daß die Verknüpfung von rationalen Funk- 
tionen durch Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, 
Potenzierung und Radizierung mit ganzzahligen Exponenten 
wieder zu rationalen Funktionen führt. 
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Verwandele in ganze Funktionen von x: 

x« + l — 



16x* — 1 ,,, ' x+1 



49)(x-a)6; 50) ^^^^ ; 51) 



l'(l+-i) ' 

^^) x + 2 +^^^+I- 

53) Beweise y daß man aus ganzen Funktionen durch 

Addition^ Subtraktion und Multiplikation immer wieder ganze 

Funktionen gewinnt. 

i. — 

54) Es ist y = yh\ Drücke umgekehrt x durch y aus. 

Stelle durch eine Kurve dar: 
55)y = sinx; 56)y = tgx; 57)y = tgx — x; 58) y = 



cosx 
Warum ist: 

IZ TZ 

59) arcsinx = — — arccosx? 60) arccotgx + arctgx = -^^ 

Berechne: 
61) arc cos -^ ; 62) arc sin — /3 ; 63) arc tg 1 ; 64) arc tg ( — 1). 

65) Zeichne die Kurve der Temperaturen im Laufe eines 
Jahres aus den für Berlin gültigen^ auf die 12 Monate be- 
züglichen Durchschnitts -Temperaturen in Celsius - Graden, 
nämlich: Januar: — 1,3; Februar: +0,6; März: +3,3; 
April: +8,4; Mai: +13,6; Juni: +17,2; Juli: +18,6; 
August: +18,0; September: +14,3; Oktober: +9,0; No- 
vember: + 3,8; Dezember: +0,9. 

66) Wer ist die unabhängige Variable bei den Barometer- 
kurven, wie man sie in den Schaufenstern der Optiker sieht? 
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Tx r (1 + u)» — 1 

I) lim ^^ =m; 

x = X 



T_--r\ T arctg X . 
m) hm — ^— = 1. 



x = 
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Zwar ist der Begriff des Grenzwerts schon in § 2 im 
Anschluß an den Begriff der Veränderlichkeit entwickelt. 
Auch sind dort schon einige Beispiele von Grenzwerten 
erörtert. Hier sollen nun noch eine Reihe von Grenzwerten 
besprochen werden, die für den ü. Abschnitt wichtig sind. 

yP yP 

1) Um den Grenzwert von — für x =« y zu finden. 

^ x*i — y** 

wo p und q positive ganze Zahlen sind, benutzen wir den 
ersten der drei in § 15 von Band I dieser Sammlung aus- 
gesprochenen Sätze, wodurch wir erhalten: 

xP— yP (x— ■y)(xP-^ + xP-«y+... + yP""^) 
xq — yq- (x— y)(xq-i+xq-2y+... +yq-i)' 

Dividiert man nun rechts Zähler und Nenner durch 
x-r-y, so erhält man: 

xP — yP ^xP-i + xP-2y_|.xP-8y2+ . . . +yP"-i 
xq_yq""x*i-^ + xq"-*y+xq-»y2+ ... +y'i-i' 

Setzt man nun x =: y, so erhält man rechts im Zähler p 
Addenden, die sämtlich gleich xp— ^ sind, im Nenner q Ad- 
denden, die sämtlich x^~^ sind. Also wird: 

,. xP — yq pxP-^ p 

hm ^- = ^ r = i- . xP-q. 

3,=yxq — yq qxq-i q 

Beispielsweise sei p = 3, q = 2, y = 4. Dann kommt: 
,. X«— 64 3 3 . ^ 

S',x-^^::T6 = 2^ = 2-^ = ^- 

Nähern wir uns dem Werte x - 4 von oben, so er- 

halten wir für x = 5: —^ Tä'^^i^ femer für x = 4^: 

68,921 -^ 64 ^._. ^5-lb, . . i, v 

^^ ^^^ r^ =« 6,075, woraus wir auch empinsch erkennen, 

lb,81ü — 16 ^8 64 

daß der Ausdruck —7 um so mehr sich dem Werte 6 

x2 — 16 

nähert, je mehr x sich der Zahl 4 nähert. 

2) Dem in 1) behandelten Grenzwert kann man eine 

1 1 

q^ - q^ - 

andere Form geben, wenn man x = yv = v** und y = y w = w** 
setzt. Dadurch kommt: 
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P P 

lim « 4- . w^ =« fl . w^ , 

T=w V — w q q 

Setzt man endlich noch v=l + u, w=l, so daß aus 
v = w, u = wird, so erhalt man: 

limll+^^ = P.l'-^ = P. 

u=o ^ q q 

Da nach § 1 zwei irrationale Zahlen nur eine und die- 
selbe Zahl darstellen, wenn sie inmier zwischen denselben 
rationalen Grenzen bleiben, auch wenn deren Unterschied 

beliebig klein wird, und da femer — jede beliebige positive 

rationale Zahl darstellt, so ergibt unser Grenzwert auch: 

,. (l+u)°>— 1 

lim ^^ = m, 

wo m eine beliebige positive rationale oder irrationale Zahl 
bedeutet. 

3) Aus dem Schlußresultat von Nr. 2 kann man auch 
schließen, daß 

u = U 

ist, wenn m eine beliebige positive, also — m eine beliebige 
negative Zahl bedeutet. Denn: 

1 



(l+u)-«» — 1 (1+u)» 



— 1 



u u 

1»-(1-|-U)» (i+u)""— 1 1 



u(l+u)°^ u (1+u)«»' 

welcher Ausdruck, wenn u sich der Null nähert, nach 2) 
sich — m nähert. Demnach ist: 

,. (l + u)»^— 1 . , . , 

lim ^ immer scleich m, 

gleichviel ob m eine positive oder negative Zahl bedeutet. 
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4) Bei dem Grenzwert von a'^ wo a konstant und 
X variabel ist^ muß man unterscheiden^ ob a gleich 1^ großer 
oder kleiner als 1 ist. Wenn a = 1 ist^ so behält a' stets 
denselben Wert, wie groß auch x werden mag. Wenn 
femer a>l ist, so muß a* immer großer werden, wenn x 
großer wird. Denn wenn b die positive Zahl ist, um welche 
a größer als 1 iöt, so daß also a=l+b ist, so folgt aus: 

(l+b)^+' — (l + b)"=:(l+b)'^(l+b— l)-b(l+b)^ 

daß, wenn x um 1 wächst, der Wert von ä* um die Zahl 
(a — 1) a* großer wird, also um einen positiven Betrag. 
Wenn man also nur x groß genng annimmt, so ist es er- 
reichbar, daß, falls a> 1 ist, a^ größer wird, als lede noch 
so große Zahl Dies schreiben ^ aber kur^ so: 

lim a* = 00, falls a>l. 

Wenn ferner a kleiner als 1, aber positiv ist, so ist 
- größer als Eins, und wir können setzen: 



a^ 



-(-^r-^r. 



und da, nach dem Vorigen, nunmehr (—1 bei wachsendem 

X größer als jede noch so große Zahl wird, und da 
außerdem nach § 2, Nr. 5: 

lim 1 = 

ist, so erhalten yrir, daß, falls 0<a<l ist, a* bei wach- 
sendem X kleiner als jede noch so kleine Zahl wird, also 
von oben dem Grenzwert zustrebt Diese Resultate fassen 
wir folgendermaßen zusammen: 

Bei unbegrenzt wachsendem x hat a* den Grenz- 
wert oo oder 0, je nachdem das positive a größer 
oder kleiner als 1 ist. 

5) Schon in § 2 wurde für x < — die Ungleichung 

1 sin X 

> > cos X 



cos X 
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bewiesen^ und daraus abgeleitet^ daß 

sin X 



lim 

1 



x = X 



.f 



ist Multiplizieren wir die obige Ungleichung mit 

so erhalten wir: ^ ^ cos -a. 

— ^>-^->l^ 
cos2x= X = 

woraus wir, da -^ für x> größer als 1 wird, schHeßen 

COS^ X 

können, daß, wenn x sich von oben der Zahl Null nähert^ 

tfif X 

— — sich von oben der Zahl 1 nähert. Nehmen wir in der 

X 

eben erhaltenen Ungleichung überall die reziproken Werte, 
so müssen wir die Ungleichheitszeichen in die entgegen- 
gesetzten verwandeln, und erhalten: 

X 

cos* x=tgx = 

also: lim-^=l. 

x=otgx 

6) Setzt man in dem soeben in 5) behandelten Grenz- 
wert tgx=y, so haben wir: 

x = arctgy (vgl. § 3) 

zu setzen, und erhalten: 

jj^arctgy^^ 

y=o y 



Übungen zu § 4. 

x^ y^ 

1) Welches ist der Grenzwert von — ; —^ för x = y? 

X -— V 

2) Berechne lim -r ^7=^- 

3) Berechne "m ^ ~, • 

x=| 8x» — 1 

4) Was •wird aus ., . . ^ . für y = ^x? 

JLO X ~~~ ö j. y ö 
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5) Berechne lim i — für a = b. 

a — b 

6) Berechne (^ + ^) — ^ fg^. ^_o. 

u 

7) Berechne (^ + ^) — ^ für u = 0. 

u 

X — y 

8) Berechne für x=:y. 

^ X — y ^ 

9) Berechne Um^^^+J^ Zzl, 

10) Was wird aus 3^ für unbegrenzt wachsendes x? 

11) Was wird aus (^j fiir unbegrenzt wachsendes x? 

iT 
ft 

5.3^—1 



12) Berechne Hm 



x=<»2.3' — 4 



3'J 



48 . Q^ 5^+8 

13) Berechne 8.9' + 4x+8 ^r x = oo. 



14) Welchem Grenzwert nähert sich ^—y wenn 

X verschwindend klein wird? ^ 

15) Welchem Grenzwert nähert sich 

sm 



16) Welchem Grenzwert nähert sich cotgx ; — für 

verschwindend kleine x? ®"*^ 

1 TT 

17) Was wird aus tg x , wenn x sich der Zahl ^r 

nähert? ^ cos x 2 
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TT 

18) Was wird aus tgx • cosx, wenn x sich der Zahl — 
nähert? ^ 

19) Was ist lim ?^^^!?^? 

20) Was ist lim ^^^? 

x=oarcsmx 

tfir f X ~"~" v) 

21) Was wird aus -^ =^ wenn x — y verschwindend 

klein wird? tgx — tgy 

(sm x\ 
1, wenn x unendlich 



§ 5. Maxima und Minima. 

Veränderungs-Verhältnis einer Funktion y von x 
zwischen zwei Werten x^ und Xg von x, wo x^ <X2 ist, soll 
das Verhältnis 

Xg XjL 

heißen, wo y^ und yi diejenigen Werte von y sind, die man 
erhält, wenn man in der Funktion x = Xg bezw. x = x^ setzt. 
Beispielsweise beträgt 6 das Veränderungs- Verhältnis der in 
§ 3 besprochenen Funktion: 

y = x» — 6x2 + 9x + 3 

zwischen den beiden Werten 2 und 5 von x. Denn: 

(58-6.52 + 9.5 + 3) — (23 — 6.22 + 9.2 + 3) 23 — 5 



5—2 5—2 



= 6. 



Aus der graphischen Abbildung (vgl. Figur 2 in § 3) 
geht hervor, daß das Veränderungs- Verhältnis zwischen zwei 
Werten von x gleich dem Verhältnisse des Zuwachses der 
Funktion von x zu dem Zuwachs von x selbst ist, oder, 
was dasselbe ist, gleich dem Tangens des Winkels, den die 
Verbindungslinie der beiden den Werten von x zugehörigen 
Punkte mit der positiven Richtung von links nach rechts 
bildet Das Veränderungs- Verhältnis ist also ein Maß für 
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das Ansteigen der Kurve, welche die Funktion darstellt, 
^zwischen denjenigen beiden Punkten der Kurve, welche den 
gewählten Werten von x zugehören. Ein negatives Ver- 
änderungs-Verhältnis bedeutet, daß, wenn x^ <X2 ist, der x^ 
zugehörige Funktionswert y^ größer ist, als der X2 zugehörige 
Fimktionswert 72« Bei einem negativen Veränderungs- Ver- 
hältnis zwischen zwei Punkten der Kurve hat also nicht 
ein Ansteigen, sondern ein Absteigen, ein Sinken der Kurve 
stattgefunden. 

Wenn man bei dem Veränderungs- Verhältnis zwischen 
zwei Werten x^ und Xg von x den Unterschied von X2 und 
Xi unendlich klein werden läßt, so daß auch der Unterschied 
zwischen den zugehörigen Funktionswerten unendlich klein 
wird, so stellt der Grenzwert von 

72—71 

X2 Xi 

das Veränderungs-Verhältnis für den Wert x^*) von x 
dar, wofür man auch sagen kann : für den Wert Xg von x, 
weü ja Xg nur um unendlich wenig größer als x^ ist. In 
der graphischen Abbildung der Funktion wird dann aus der 
Verbindungslinie getrennt liegender Punkte der Kurve, die 
man „Sehne" nennt, die Verbindungslinie aufeinander- 
folgender Pmikte, die man „Tangente" nennt, und das 
Veränderungs- Verhältnis für den Wert x^ wird zum Tangens 
des Winkels, den die Tangente in dem zu x^ zuge- 
hörigen Kurvenpunkte mit der positiven Richtung 
büdet. Wenn wir z. B. das Veränderungs- Verhältnis der 
schon oben als Beispiel gewählten Funktion 

y = x3 — 6x2 + 9x + 3 

für die fünf Werte 1, 2, 2^, 3, 4 berechnen wollen, so haben 

wir zu setzen: . ^ , . ^ 

yi = x? — 6x? + 9xi-t-3 

und: 72 = ^2 — 6x^ + 8x2 + 3, 

hieraus zu schließen, daß: 

72 — 7i === x^ — xj — 6 (x^ — X?) + 9 (X2 — Xi) 

*) Der Begriff des Veränderungs- Verhältnisses ist der Aus- 
gangspunkt der „Differentialrechnung" (vgl. diese Sammlung, 
Band X, bearbeitet von Franz Meyer). 

Sehnbert, Niedere Analysis. II. 3 
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ist^ woraus nach bekannten Formeln der ^^Elementaren 
Arithmetik" folgt: 

J^^ = (xJ + X2Xi + x?) — 6(X2+Xi) + 9. 

Xg Xi 

Hieraus folgt aber: 

lim ^'"^^^ =- 3xJ — 12xi + 9. 

Hiernach stellt allgemein 3xJ — 12x^ + 9 das Ver- 
änderungs-Verhältnis der Funktion y = x* — 6x2+9x+3 
für jeden Wert x^ von x dar. Um also die gewünschten 
fünf Veranderungs-Verhältnisse zu erhalten^ haben wir nur 
nacheinander 1, 2, 2\, % 4 für x^ einzusetzen. So erhalten wir: 

fürx = l :3.12 —12.1 + 9=0; 
rurx = 2 :3.22 —12.2 + 9 = — 3; 
für x = 2i:3. (1)2-12. | + 9 = -21; 
fürx = 3 :3.32 —12.3 + 9=0; 
fürx = 4 :3.42 — 12.4 + 9=-9. 

Durch Einsetzen von x^ in die Funktion 

y = x3 — 6x2 + 9x + 3 

erhält man die den fünf Werten von x zugehörigen Werte 
von y, nämlich beziehimgsweise : 

Was schon aus dem Anblick der in Figur 2 gezeichneten 
Kurve hervorgeht, wird uns durch die obige Berechnung 
der Veranderungs-Verhältnisse bestätigt. Für x = 1 ist die 
Lage der Tangente horizontal^ der Funktionswert ist 7, und 
nun sinkt die Kurve bei wachsendem x, weil das Veränderungs- 
Verhältnis negativ wird, oder, was dasselbe ist, der Tangens 
des Winkels, den die Tangente mit der positiven Richtung 
bildet, negativ wird, der Winkel selbst also stumpf wird. 
Bei X = 3 aber wird das Veränderungs- Verhältnis wieder 
Null, die Funktion selbst wird 3, um bei wachsendem x 
wieder größer zu werden, weil das Veränderungs- Verhältnis 
positiv wird. 

Wh- sehen also, daß die Berechnung des Yeränderungs- 
Verhältnisses jeder beliebigen Funktion ims genauen Auf- 
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Schluß darüber geben muß^ ob bei wachsendem x die Funktions- 
werte größer oder kleiner weiden. Im ersten Fall ist nämlich 
das Veranderungs-Verhältnis positiv, im zweiten negativ. 
Wenn insbesondere das Veränderungs- Verhältnis für einen 
bestimmten Wert von x Null wird, indem dasselbe für 
kleinere Werte von x positiv war, und für größere negativ 
wird, so sagt man von der Fimktion, daß sie in diesem 
bestimmten Werte von x ein Maximum erreicht habe. Der 
dem bestimmten Werte von x zugehörige Funktionswert 
muß dann größer sein, als alle benachbarten Funktions- 
werte, sowohl als die aus kleineren Werten von x sich er- 
gebenden Funktionswerte, wie auch als die Funktionswerte, 
die aus größeren Werten von x resultieren. Es kann aber 
auch das umgekehrte stattfinden: fiir einen bestimmten Wert 
von X kann das Veranderungs-Verhältnis Null werden, 
indem es für kleinere Werte von x negativ war, für größere 
aber positiv wird. Dann sagt man von der Funktion, daß 
sie in dem bestimmten Werte von x ein Minimum erreicht 
habe. Dann muß der Funktionswert für den bestimmten 
Wert von x kleiner sein, als alle benachbarten Funktions- 
werte, sowohl kleiner als die aus kleineren Werten von x 
resultierenden Funktionswerte, wie auch kleiner als die 
Funktions werte, die sich aus größeren Werten von x er- 
geben. Hiemach kann man also die Maxima und Minima 
einer Funktion dadurch finden, daß man ihr Ver- 
änderungs-Verhältnis für Xj aufsucht, dasselbe gleich 
Null setzt, und die entstandene Gleichung für x^ 
löst. Durch Lösung dieser Gleichung findet man aUe Werte 
von Xi, für welche das Veränderungs- Verhältnis Null ist, für 
die also die Funktion ein Maximum oder ein Minimum er- 
reicht. In dem obigen Beispiel fanden wir, daß 3x? — 12xi + 9 
allgemein das Veranderungs-Verhältnis der Funktion 

y = x» — 6x2 + 9x + 3 

ausdrückt. Demnach müssen wir die Werte von x, für 
welche die Funktion ein Maximum oder ein Minimum er- 
reicht, dadurch finden, daß wir 3xJ — 12xi + 9 gleich Null 
setzen, und die entstandene Gleichung lösen. Wir erhalten aus : 

3x; — 12xi + 9 = 
die beiden Werte: 

8* 
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In der Tat fanden wir schon oben, daß die Funktion: 

y = x3 — 6x2+9x + 3 

für X = 1 das Maximum 7 imd fiir x = 3 das Minimum 3 
erreicht. 

Auch geben die obigen Betrachtungen über das Ver- 
anderungs- Verhältnis einer Funktion uns ein Mittel an die 
Hand, um zu entscheiden, ob für einen auf solche Weise 
gefundenen Wert x^ von x die Funktion ein Maximum oder 
ein Minimum erreicht hat. Bei einem Maximum geht nämlich 
das Veränderungs- Verhältnis vom Positiven (Wachsen der 
Funktionswerte selbst) durch Null zum Negativen (Abnahme 
der Funktionswerte selbst), d. h. das Veränderungs- Verhältnis 
selbst wird kleiner. Wenn man demgemäß das x^ ent- 
haltende, allgemein ausgedrückte Veränderungs -Verhältnis 
als eine Funktion von x^ aufiEaßt, und für diese Funktion 
wieder das Veränderungs- Verhältnis aufsucht, so muß dieses 
bei einem Maximum negativ werden, umgekehrt muß es 
positiv werden, wenn für x^ ein Minimum eingetreten war, 
weil bei einem Minimum das Veränderungs- Verhältnis vom 
Negativen durch Null zum Positiven übergeht, und demnach 
im Größerwerden sich befindet. In der Tat, wenn man von 
der Funktion, die oben durch Nullsetzimg die Maximalstelle 
und Minimalstelle der ursprünglichen Funktion ergab, das 
Veränderungs- Verhältnis sucht, so erhält man aus 

3x2— 12x + 9 

die neue Funktion: 6x — 12. 

Diese Funktion wird aber für x = 1 negativ, nämlich 
= — 6, für X = 3 positiv, nämlich = + 6. Daher mußte 
die Funktion y = x^ - 6x2 + 9x + 3 

für X = 1 ein Maximum, für x = 3 ein Minimum haben. 
Meist wird diese Berechnung des Veränderungs- Verhältnisses 
des als Funktion von x aufgefaßten Veränderungs- Verhält- 
nisses nicht nötig sein, weil von vornherein ersichtlich ist, 
ob man es mit einem Maximum oder mit einem Minimum 
zu tun hat. Darum unterlassen wir hier auch die Diskussion 
des Falls, daß das zweite Veränderungs -Verhältnis nicht 
positiv und nicht negativ, sondern Null ist.*) 



Cf. Bd. X dieser Sammlung, § 18. 
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Für die Berechnung derjenigen Werte von x, bei denen 
eine Funktion ein Maximum oder ein Minimum erreicht, 
sowie der Maximalwerte und der Minimalwerte selbst, mögen 
die folgenden drei Beispiele dienen: 

1) Aus der vorliegenden Funktion: 

y = x2 — 4x + 3 
folgt: 

72 = x^ — 4x2 + 3 und y^ = x? — 4xi + 3, 
also: 

72—71 (x^ — x^) — 4(x2 — Xi) 

== = Xg i- x^ — 4t, 

X2 Xj^ Xg Xj 

woraus für Xg — x^ = folgt: 

2xi— 4. 

Nun setzt man 2 x^ — 4 gleich Null und findet, daß die 
entstandene Gleichung für x^ = 2 erfüllt wird. Der zuge- 
hörige Funktionswert y^ ergibt sich aus: 

y^ = 22 — 4.2 + 3 = — 1. 

Daß dieser Funktionswert ein Minimum ist, ergibt sich 
entweder durch Substitutionen in die vorliegende Funktion 
oder graphisch oder auch, indem man zu 

2x — 4 

von neuem das Veränderungs- Verhältnis sucht; dieses wird, 
unabhängig von x, gleich + 2, also positiv, woraus folgt, 
daß die Funktion y = x2 — 4x + 3 für x==2 ein Minimum 
erreicht. 

2) Es ist zu untersuchen, fwc welche Werte von x die 
ganze Funktion y = x* — 8 x* + 16 x^ + 500 ein Maximum 
oder ein Minimum erreicht. 

Aus: 

= xj—8xj + 16x^ + 500 



und: 

yi — xt — 8x? + 16x? + 500 
folgt: 

7«-7i (x*-xt)-8(x»-x;) + 16(x?- 


-^\) 


X2 X^ X2 x^ 





= (xj + xlxi + xjx; + xy— 8(x5 + X2Xi + x;) + 16(Xa + Xi). 
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Wenn man hier Xg =^i setzt, erhält man: 

4xJ — 24x; + 32xi. 

Diese Funktion von x^, die für jedes x^ das Ver- 
änderungs -Verhältnis ausdrückt, hat man gleich Null zu 
setzen. So erhält man: 

4x; — 24xJ + 32xi=0 oder x? — 6x5 + 8x1= 

oder: x^ (x? — 6x1 + 8) = 0, 

welche Gleichung für drei Werte von x^ richtig wird, erstens, 
wenn x^^ = wird, zweitens, wenn Xi=«2 wird, drittens, 
wenn x^ =« 4 wird. 

Da die Funktion 7 = X*— 8x8 + 16x2 + 500 für X = — 1 
den Wert + 525, für x = den Wert 500, für x = + 1 den 
Wert 509 erhält, so folgt, daß bei x« ein Minimum ein- 
tritt. Aus dem Vergleich der fünf Funktionswerte . 

509, 516, 509, 500, 525, 

die sich beziehungsweise für x=l, x = 2, x = 3, x = 4, x=5 
ergeben, erkennt man femer ohne weiteres, daß die Funktion 
bei x=«2 ein Maximum von 516, und bei x = 4 ein neues 
Minimum von 500 erreicht. 

3) Da die Funktion sinx — ^ x für x « Null wird, für 

X =- ^ den Funktionswert ^ — -^ = 0,500 — 0,262 = 0,238, 
D 2 12 X 

für X = ^ aber den Funktionswert 1 — 7 = 1,000 — 0,785 
= 0,215 erreicht, also erst steigt, und dann wieder sinkt, so 

ist ersichtlich, daß die Funktion zwischen x = imd x = ^ 

di 

ein Maximum besitzen muß. Bei welchem Werte von x 
dieses Maximimi liegt, entscheidet die oben erörterte Methode, 
nach welcher man erhält: 

(sinxo — sinxi) — - (xg — x^) 
72 — yi ^ ^^2^^ ^^^ smxg — smxi 1 

X2 Xj^ X2 X j^ X2 XjL u 

Nach § 2 oder nach dem Beispiel 5) in § 4 ist mm: 

,. sinxo — sinx, 

lim ^ = cosx3L, 
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weil sin Xg — sin x^ = 2 cos -^-^ — - sin -^ — - ist, und 



2« 



X2 Xj . X2 Xj 



sin-^H;: — - sm 



lim =^— == — = 1 

X2 = Xi ^2 Xj Xg Xj^ 



ist. Also ist der allgemeine Wert des Änderungs -Verhält- 
nisses der Funktion sin x — — x : 

1 

COSXi— ^• 

Wir haben nun cosxj — ^ gleich Null zu setzen, woraus 

1 TT 

wir cos X = — oder x^ = — erhalten. Hiemach muß also die 
Funktion ^ ^ 

1 
sm X — — X 

di 

TT 

das gesuchte Maximum bei x = — erhalten. Der Wert des 
Maximums ergibt sich aus: ^ 



sm^ — -^=^y3 — ^ = 0,324. 



TT TT 

3~6 2^^ 6 



Namentlich wird die im Obigen geschilderte Aufsuchung 
der Maxima und Minima einer Funktion in der Planimetrie 
und Stereometrie angewendet, wie folgende Beispiele zeigen: 

4) Aus der Schar aller Rechtecke von einem 
und demselben Umfange u dasjenige herauszusuchen, 
das den größten Inhalt hat Man bezeichne eine Seite 
eines beliebigen von den imzählig vielen Eechtecken mit x. 

Dann ist die andere Rechtecks -Seite — — x. Also ist die 

di 

Funktion, die ein Maximum werden soll: 
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Demnach haben wir anzusetzen: 

72—71 = |(X2 — Xi) — (xj — x?), 
oder: Vg — Vi u . , . 

Indem wir nun auf der rechten Seite Xg = x^ setzen^ 

und den entstandenen Ausdruck gleich Null setzen^ erhalten 

wir: ^ ^ 

— — 2xi = oder x, = -j • 
2 4 

Demnach ist die eine Rechtecksseite der vierte Teil des ge- 
gebenen Umfangs. Demnach hat in der Schar aller 
Rechtecke gleichen Umfangs das Quadrat den größten 
Inhalt. 

5) Einer Kugel denjenigen geraden Kegel ein- 
zubeschreiben, dessen Volumen am größten ist. Der 
Radius der Kugel sei r, die Höhe des veränderlichen geraden 
Kegels sei x, der Radius seines Grundkreises p. Dann er- 
gibt sich aus dem Sehnensatze der Planimetrie: 

p2 = x(2r — x). 

Für das Volumen V des veränderlichen Kegels ergibt sich 
aus der Stereometrie: 

TT 

Da — eine Konstante ist, also bei der Aufsuchung des 

Maximums keine Rolle spielen kann, so haben wir nur zu 
imtersuchen, für welchen Wert von x die Funktion 

y = x2(2r — x) = 2rx2— x3 

ein Maximum erreicht. Demgemäß setzen wir an: 

72 — 7i = 2 r (x^ — xj) — (xj — x?) 
und: 

^^^ == 2r(x2 + Xi)-(xJ + x^xi + xj). 

Xg Xj 

Wir setzen nun in der rechten Seite dieser Gleichung Xg = x^ 
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und den erhaltenen r und x^^ enthaltenden Ausdruck gleich 
Null. Dadurch bekommen wir: 

4rxi — 3x? = 0, 

woraus, da die Lösung x^ = das gewünschte Maximum 
nicht liefert, folgt: a 

Xi= gr. 

Man hat also nur denjenigen Durchmesser in drei 
gleiche Teile zu teilen, dessen einer Endpunkt die 
Spitze des Kegels ist, und darauf, senkrecht zu 
diesem Durchmesser, durch denjenigen Dreiteilungs- 
punkt eine Ebene zu legen, der dieser Kegelspitze 
am fernsten liegt. Dann schnc^idet die Ebene die 
Kugel in einem Kreise, der der Grundkreis des ge- 
suchten Maximalkegels ist. 

6) Im Endpunkt A des Durchmessers AB eines 
Kreises ist eine Tangente gezogen. Es soll die 
kürzeste unter den Strecken CD konstruiert werden, 
wo C den Schnittpunkt der Verlängerung von AB 
über B hinaus mit einer beliebigen Tangente und D 
den Schnittpunkt dieser Tangente mit der in A be- 
rührenden Tangente bedeutet. 

Wir bezeichnen den Radius des Kreises mit r, die 
Strecke AD mit x, CD mit y, CA mit z. Femer heiße E 
der auf CD liegende Berühnmgspunkt und M das Zentrum 
des Kreises. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke CEM und 
CAD, sowie aus der Gleichheit von DA und DE folgt: 

X : z = r : (y — x) 
oder: 

x(y — x) 

z = —^ 

r 

Deshalb folgt aus dem Pythagoräischen Lehrsatze die 
Gleichung: x^v-x)^ 

Hieraus erhalt man dadurch, daß man durch y — x hebt: 

y + ^ = — ^2 — -> 
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woraus man die Funktion, welche y durch x ausdrückt^ in 
folgender Form erhält: 

x3 + xr2 



•^ x^ — r^ 



Demgemäß setzen wir an: 



Xj x'J XgT^ x^r^ 



72 Yl ^2 ^2 ^2 ^9 "T 



x^ — r2 x? — r2 ' x^ — r2 x? — r^ 

oder: 

^ x^x?(x2-Xi)-r2(x^-x;) + r2x2X^(xi-X2)-r^(x2-Xi) 
^2 ^^ (xj - r2) (xj - r2) 

also: 

72-71 ^ ^Ul- r^ (x2 + XgXi + x^) - r^XgXi ~ r^ 
X2-Xi (x5-r2)(x?-r2) 

Wenn wir nun Xg — x^ sich der Null nähern lassen, 
gelangen wir zu dem Grenzwert: 

li^ 72— 7i _ xt — 3r2x; — r2x;-r^ 

Das gesuchte Minimum wird also, da x^ = oo ein Maximum 
liefert, erreicht, sobald 

xt — 3r2x? — r2xj — r* 

Null wird. Wir haben also die Gleichung: 

xj — 4r2x? — r^ = 

zu lösen. Sie wird erfüllt, wenn: 

1 = 2 + 1^5 

ist. Da 2 — /5 eine negative Zahl ist, und eine solche 

nicht gleich dem Quadrate von — sein kann, so erhalten 
wir nur die eine Wurzel: ^ 

x?==r2(2 + y5) 
oder: 

Xi = r/2 + l/5. 
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Setzen wir den gefundenen Wert von x^ in die obige 
Gleichung für y ein, so erhalten wir: 

= r/¥T7^.(i+Äfc±) = ry¥T7^. 1(2 + 2/5) 

= ri/2T7^ . ^^^ = |/2+?5 /e+iy! 



= 1^22 + 10/5. 

Daher ist: 

z? = y? — x? = ^(22 + 10/5)-^'(8 + 4y5) 



J.2 . p2 



oder: 



= ^(l4 + 6y5) = :^(3 + /5)' 



zi = 2" (3 + /ö). 



Aus diesem Werte von z^ kann man eine einfache Konstruk- 
tion der gesuchten geraden Linie entnehmen. Fällt man 
nämlich von E das Lot EF auf AB, so ist nach den Sätzen 
vom rechtwinkligen Dreieck: 

MC : ME = ME: MF 
oder: (z — r) : r = r : MF, 

woraus für FM folgt: 

r2 r2 r 2r(y5 — l) 



MF = 



r 



wodurch erkannt ist, daß MF der größere Abschnitt des 
nach dem goldenen Schnitt geteilten Eadius ist. Um die 
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gesuchte gerade Linie zu konstruieren^ hat man daher nur 
MB nach dem goldenen Schnitt so zu teilen^ daß der gröBere 
Abschnitt nach M hin liegt^ im Teilungspunkte F auf MB 
das Lot zu errichten^ das den Kreis in E trifft. Die in £ 
als Berührungspunkt gelegte Tangente schneidet die Tangente 
in A und die Verlängerung des Durchmessers über B hinaus 
in C so, daJS die Strecke CD kürzer ist, als jede Strecke, 
die in derselben Weise aus einem anderen Berührungspunkt, 
als E ist, hervorgeht. 

7) Unter allen Cylindern, die eine und dieselbe 
Gesamt-Oberfläche O haben, denjenigen zu be- 
stimmen, der das größte Volumen hat Wieviel mal 
so groß ist bei diesem Maximal-Cylinder die Höhe 
als der Grundradius? 

Wenn x der Radius des Grundkreises des Cylinders 
ist, O die Gesamt-Oberfläche, h die Höhe, V das Volumen, 
so gelten die Gleichungen: 

O « 2x27r + 2x?rh 

und: V == — 5 — • 

Da O konstant sein soll und x die imabhängige Va- 
riable, V die abhängige werden muß, so ist der sich aus 
der ersten Gleichung ergebende Wert von h in die zweite 
Gleichung einzusetzen. So kommt: 



O — 2x27r O 
2x7c 2x7r 



und: 



^ 3 \2x7r V 6 3 "" • 

Daher haben wir anzusetzen: 

O % 

▼2 Vi == -g- (Xg Xj) ö" V^a ^ijy 



und erhalten: 



Vg— Vi O TT, . , ,, 



Xg Xi 



§ 5. Maxima und Minima. 45 

woraus wir durch Übergang zur Grenze, zur Bestimmung 
von XjL die Gleichung erhalten: 

2-|.3.!-0 
oder: -— = xj oder O = 6 x xj , 

OTT 

woraus durch die obige Gleichung für h folgt: 

hl = — x^ = 3 Xi — Xi = 2 Xj , 

Ä X-^ TT 

woraus sich das Besultat ergibt, daß bei dem gesuchten 
Maximalcylinder die Höhe zweimal so groß ist als 
der Radius. 



Übnngen zn § 5. 

Berechne das Veränderungs-Verhältnis der fol- 
genden Funktionen zwischen x=l und x = 3. 

1) 4x»-5x + 8; 2) x^-4x; 3) i; 4) ^^; 
5) X» — 8x2— 5x + 4; ß) l6gx; 7) 2^ 

TT 

Berechne zwischen x = und x = — das Ver- 

4 

änderungs-Verhältnis der folgenden Funktionen: 
8) sinx; 9) cosx; 10) tgx — sinx; 11) cos2x. 

Berechne das Veränderungs- Verhältnis fürx=l 
bei den folgenden Funktionen: 

12) X*; 13)x3 — x; 14) x^ — 2x^ + 4 x; 15)^-; 16) j/x^ 

Drücke das Veränderungs-Verhältnis allgemein 
durch Xi aus, bei den folgenden Funktionen: 

17) x3 — 5x2 + 7x — 9; 18) fe 19) sin|; 20)^. 

Entscheide, ob die folgenden Funktionen für 
Xi == 2 im Zunehmen oder im Abnehmen begriffen sind: 

21) X* — 3x»; 22) ~; 23) /^^^ä; 24) sin (| + x — 2). 
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Berechne diejenigen Werte von x, bei welchen 
die folgenden Funktionen ein Maximum oder ein 
Minimum erreichen, und berechne die Größe der 
Maxima oder Minima: 

25) x3— 1 2x2 + 4 5x — 6; 26) ^ + ^-'^^ + 



4 ' 3 • 12 ' 

27) sinx + cosx; 28) x — fx; 29) — 



x3 



30) Welches ist das größte unter den Rechtecken^ 
welche einem Quadrate so einbeschrieben werden können, 
daß seine Seiten den Diagonalen des Quadrats parallel sind? 

31) Von welchem Punkte der Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks hat man Lote auf die Katheten zu fuUen, 
damit diese Lote mit den Kathetenrichtungen zusanunen ein 
Rechteck von möglichst großem Lihalt bilden? 

32) Welches ist das größte unter allen Dreiecken, die 
ihre Spitzen im Zentrum eines Kreises haben, und deren 
Gegenseiten parallele Sehnen sind? 

33) Welcher unter allen einer Kugel einbeschreibbaren 
geraden Kegeln hat den größten Mantel? 

34) Welcher von den geraden Kegeln^ die einer Kugel 
umschrieben werden können, hat den kleinsten Mantel? 

35) Aus der Schar der einem Kreise einbeschreibbaren 
gleichschenkligen Dreiecke dasjenige herauszufinden, das den 
größten Umfang hat. 



36) Über eine horizontale Strecke als Basis ein in einer 
vertikalen Ebene aufsteigendes gleichschenkliges Dreieck so 
zu errichten, daß eine Kugel, die von der Spitze aus langst 
eines Schenkels herabrollt, möglichst schnell die Basis 
erreiche. 

37) Wie ist bei einer Konservenbüchse das Verhältnis 
der Höhe zum Durchmesser einzurichten, damit bei vor- 
geschriebenem Volumen möglichst wenig Blech zu ihrer Her- 
stellung gehöre? 

38) Aus einem quadratischen Stück Pappe, dessen 
Seite a Zentimeter mißt, hat man ein oflFenes Kästchen von 
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möglichst großem Volumen dadurch hergestellt, daß man an 
den vier Ecken vier gleich große Quadrate abschnitt, und 
imi die vier Seiten des innen entstandenen Quadrats die 
außerdem entstandenen vier Rechtecke rechtwinklig umbog. 
Welchen Inhalt hat das Kästchen? 

39) Nach den Fallgesetzen ergibt sich für einen schräg 
in die Höhe geworfenen Körper die horizontale Entfernung 
X Meter nach t Sekunden und die vertikale Erhebung y 
Meter nach t Sekunden aus den Formeln x = c • t • cos a und 
y = c«t-8ina — igt^, wenn a der Elevationswinkel imd g 
die Beschleunigung beim freien Fall (9,8 Meter pro Sekunde) 
bedeuten, a) Unter welchem Winkel muß deshalb ein Körper 
aufwärts geworfen werden, damit er sich vom Ausgangs- 
punkt in horizontaler Richtung möglichst weit entfernt? 
b) Welches ist die höchste Erhebung des Körpers? 

40) Jemand geht auf dem Bürgersteig einer Straße, und 
will möglichst schnell nach einem jenseits des 10 Meter 
breiten Fahrdamms in direkter Richtung 26 Meter ent- 
fernten Punkte gelangen. Wieviel Meter hat er noch auf 
dem Bürgersteig zu gehen, ehe er den Fahrdamm in schräger 
Eichtung überschreitet, wenn angenonunen wird, daß er in 
einer Sekunde auf dem Bürgersteig 1^ Meter, auf dem 
Fahrdamm aber, des Schmutzes wegen, nur 1 Meter zu- 
rücklegt? 

41) Die zweite Potenz eines echten Bruches ist größer 
als seine vierte Potenz. Um wieviel aber höchstens? 



§ 6. Die endliche geometrische Reihe. 

I) z = a«q"-i; 
II) s = a.5!zZ^. 



Eineendliche geometrischeReihe oder Progression 
mit dem konstanten Quotienten q ist eine geordnete 
Folge von Zahlen^ in der jede Zahl, dividiert durch die vor- 
hergehende, den Quotienten q ergibt. Z. B.: 

2, 6, 18, 54, 162, . . . 
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Je nachdem q positiv oder negativ ist, haben die Glieder 
der Beihe übereinstimmende oder abwechselnde Vorzeichen. 
Abwechselnde Vorzeichen, nämlich für q = — 2, hat z. B. 
die Beihe: 

+ 5, — 10, + 20, — 40, + 80, . . . 

Wenn der konstante Quotient einer geometrischen Reihe 
1 ist, werden alle Glieder einander gleich. Wenn der kon- 
stante Quotient größer als 1 ist, wird jedes folgende Glied 
größer als das vorhergehende, z. B.: 

8, 12, 18, 27, 40i, . . . 

Eine solche Reihe nennt man steigend. Wenn der 
konstante Quotient kleiner als 1 ist, wird jedes folgende 
Glied kleiner als das vorhergehende, und man nennt die 
Reihe dann fallend, z. B.: 

9, 6, 4, 2|, li, . . . 

Wenn a das Anfangsglied einer geometrischen Reihe 
und q ihren konstanten Quotienten bezeichnet, so ist das 
zweite Glied nach der Definition a • q, das dritte Glied geht 
aus dem zweiten wiederum durch Multiplikation mit q hervor, 
muß also gleich a • q^ sein, das vierte Glied wird a • q^, u. s. w., 
so daß das n-te Glied, das wir z nennen wollen, aq^^-i wird. 
Wir erhalten also: 

zr^a^q'^"^ (Formel I der Überschrift) 

als Formel für das n-te 'Glied einer geometrischen Reihe, 
deren Anfangsglied a heißt, und deren konstanter Quotient 
q heißt. 

Was die Summe s der ersten n Glieder einer solchen 
Reihe anbetrifft, so läßt sich dieselbe durch a, q, n sehr 
einfach ausdrücken, wie sich auf folgendem Wege ergibt. 
Man multipliziere die Gleichung: 

s = a + a*q + a*q^ + a*q^+ ••• +a«q^i~^ 
mit q. Dadurch erhält man: 

s«q = a«q + a«q2 + a«q^+ ... + a-q''~^ + a«q°. 

Subtrahiert man nun die ersten dieser beiden Glei- 
chungen von der zweiten, so erhält man, da rechts alle 
Glieder außer aq" und a sich heben: 

8«q — s = a'q" — a 
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oder durch Absondern: 

s.(q-l) = a.(q''-l), 

woraus sich für s die in der Überschrift za zweit genannte 
Summenformel ergibt, nämlich: 

q«^ — 1 

q —1 

Multipliziert man bei dem rechts stehenden Bruche 
Zahler und Nenner mit minus eins, so erhält man eine zweite 
Form der Summenformel, nämUch: 

1 — q" 

Sr»a-3 — 

1 — q 

Die erste oder die zweite Form wird man anwenden^ 
je nachdem q> 1 oder <1 ist. Beispielsweise ergibt sich 
als Summe der ersten sechs Glieder der mit 

5, 15, 45 

bäumenden Reihe, da hier a = 5, q»3, n = 6 ist: 

^ 36—1 ^ 728 ,^^^ 
s = 5 • -^ z- = 5 - -^r- «= 1820. 

O 1 a 

Ferner erhält man als Summe der ersten vier Glieder 
der Beihe: 

2 2 2 

^' 3' 9' 27*-' 

i_(iy i_-L 

1 2 81 27 27 

3 3 

Jede der beiden in der Überschrift genannten Formehi 
enthält vier von den fünf Größen: 

a, q, n, z, s. 

Man kann daher immer drei von ihnen als gegeben be- 
trachten. Dann ist die vierte und fünfte durch die beiden 
Gleichungen der Überschrift bestimmt. Auf solche Weise 
entstehen zehn mal zwei oder zwanzig Aufgaben, wie man 
auch erhält, wenn man bedenkt, daß erstens fünf Formeln 

Schubert, Niedere Analysia. n. 4 
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möglich sindy von denen jede vier von den fünf Buchstaben 
eQthält, indem immer jede dieser fünf Formehi einen der 
fönf Buchstaben nicht enthalt, und daß zweitens in jeder 
dieser fünf Formeln jede der vier in ihr enthaltenen Größen 
als Unbekannte betrachtet werden kann. Zwei von diesen 
fünf Formehl sind in der Überschrift angegeben, nämUch 
die, wo s fehlt, und die, wo z fehlt. Eine dritte Formel, 
nämlich die, wo n fehlt, erhält man, wenn man die erste 
Formel mit q multipliziert, dadurch 

aq>^ = zq 

erhält und diesen Ausdruck ffir aq*^ in die zweite Formel 
einsetzt. Dadurch erhält man: 

zq — a 

woraus sich für q die n nicht enthaltende dritte Formel er- 
gibt, nämlich: 

ni) q = i::i^. 

^ s — z 

Die a nicht enthaltende Formel IV) erhält man, wenn 
man II) durch I) dividiert, und dann mit z multipliziert, 
nämlich: 

IV) 8 = 2.^--^^-— -— -==z 



(q— l)q^-i qn_qn-i 

Endlich erhält man die q nicht enthaltende Formel V), 
wenn man den in III) für q gewonnenen Ausdruck in I) ein- 
setzt So kommt: 

V) z = a-7 (-— r. 

' (s — z)°-i 

Zu jeder dieser fünf Formeln gehören vier Probleme, je 
nachdem nämlich der eine oder der andere von den vier in 
ihr enthaltenen Größen unbekannt ist. Wenn n gesucht 
wird, kann das betreffende Problem immer durch Logarith- 
mierung gelöst werden. Es ergibt sich nämlich aus I): 

log z = log a + (n — 1) log q 

und daraus: n = — ^, — 1- 1. 

logq 
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Femer ergibt sich aus IT) zunächst: 

woraus durch Lc^arithmieren folgt: 

log (sq — s + a) — log a 
~ log q 

Aus IV) folgt zunächst: 

!(q_l) = q__l_, 

oder: 

1 qz — sq + s 



q^-i z 

woraus man durch Logarithmieren erhält: 

^ ^ ^ logz — log(qz — sq + s) 

logq 

In ähnKcher Weise erhält man aus V): 

log z — log a 



n=l + 



log (s — a) — log (s — z) 

Wenn aber nicht n, sondern q gesucht wird, so ist 
dies mit elementaren Mitteln nur dann möglich, wenn a, z, n 
oder a, z, s gegeben sind. Dann erhält man aus I) und III): 

n-l 



,=f 



a 



und s — a 

q = 



s 



Wenn dagegen a, s, n oder z, s, n gegeben sind, so 
ist, wie man aus II) und IV) erkennt, im allgemeinen die 
Lösung einer Gleichung n-ten Grades erforderlich, um q zu 
bestimmen. 



Wenn m irgend ein Glied einer geometrischen Reihe 
ist, so ist, wenn ihr konstanter Quotient q ist, das voran- 
gehende Glied gleich — , das nächstfolgende gleich m • q, das 

"^ 4* 
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Produkt beider also gleich m^, woraus hervorgeht^ daß jedes 
Glied einer geometrischen Beihe gleich dem geometrischen 
Mittel seiner beiden Naohbarglieder ist. Wenn daher zwischen 
zwei Zahlen eine dritte so interpoliert werden soll^ daß 
die drei Zahlen eine geometrische Beihe bilden, so ist das 
geometrische Mittel der beiden gegebenen Zahlen die da- 
z wischenzuschiebende Zahl. Wenn aber v — 1 Zahlen zwischen 
zwei Zahlen b und c so zu interpolieren sind^ daß b An- 
f angsgliedy c das (y + 2)-te Glied einer geometrischen Reihe 
ist, so hat man, um die v zu interpolierenden Zahlen zu 
bestimmen, zu setzen: 

c = b.q^+S 
woraus folgt: 

q = /c7b = /c : yb = y c • b- ^ 

Daher ist die erste zu interpolierende Zahl: 

▼+1 

b.yc-b-S 
oder gleich: 

v + l 



yöVF. 

Für die zweite Zahl erhalt man: 

yc2.b^-s 

also für die i-te zu interpolierende Zahl: 

yc*b^-i+i. 

Die numerische Ausrechnung wird hierbei am besten 
logarithmisch zu bewerkstelligen sein. 



Übnngeii zn § 6. 

Wie heißt der konstante Quotient bei den fol- 
genden geometrischen Reihen: 

1)4,20,100,500,...? 2) 3, 1,1, f,...? 3) 1, 3^, 

12i,...? 4) i, — 1, +3, -9,...? 5)^1^,^,1,...? 

6) y3, 3, 3 ys, 9,...? 7) 1, y2 — 1, 3 — 2 }%...? 

8) y2, 1, iy2,...? 9) -y5, 5, — 5y5,...p 
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Setze die Reihe fort, deren erste beide Glieder 
sind: 

10) 4, 5; 11) 11, 9; 12) —1, +1; 13) fS — l, 1; 
14) a, a:b. 

15) Wie heißt das dreizehnte Glied der Reihe, deren 
Anfangsgebiet ^ ist, und deren konstanter Quotient 2 ist? 

Berechne logarithmisch das 21. Glied für: 

16)a = |,q=»|;17)a = 8i,q=|;18)a = ^,q=l,03; 

19) a = 3, q = — 1. 

20) Wie heißt der konstante Quotient der Reihe, deren 
erstes Glied 8 ist, und deren viertes Glied 27 ist? 

21) Wie heißt der konstante Quotient der Reihe, deren 
siebentes Glied 7 und deren achtes Glied 8 ist? 

22) Das wievielte Glied einer mit 3 beginnenden Reihe, 
deren fünftes Glied 243 ist, beträgt 177147? 

23) Das 2n-te Glied einer Reihe ist + 1, das (2n + l)-te 
Glied — 1, wobei n eine ganze Zahl ist. Wie heißt das 
erste Glied? 

24) Wie kann man die Formel ü) der Überschrift aus 
der Divisionsformel für (q*^ — 1) • (^ — 1) ableiten? 

Berechne die Summe der ersten zehn Glieder für: 

27 2 

25) a==l,q = 2; 26) a = 5,q=3; 27) a = — , q = -^. 

4 o 

28) Von den fiinf Größen a, q, n, z, s, die bei einer 
geometrischen Reihe in Betracht kommen, sind gegeben: 
a) a, q, n; b) a, q, z; c) a, q, s; d) q, n, z; e) q, n, s; f) q, z, s. 
Drücke jede der beiden andern Großen aus. 

29) Wieviel Glieder hat eine Reihe, deren beide letzte 
Glieder 7290 und 21870 sind, und deren Summe 32800 
beträgt? 

30) Wie groß ist die Summe der ersten zwölf Glieder 
einer geometrischen Reihe, deren zwölftes Glied 2048 beträgt, 
wenn der konstante Quotient 2 ist? 

31) Wieviel Glieder hat eine Reihe, deren erstes Glied 
125, deren letztes Glied 4000 ist, und deren Summe 7875 
beträgt? 
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Summiere nach der Formel ü) der Überschrift: 
32) l + a + a2 + ... + ai5; 33) 1- a + a^ -a3+... — a^^; 

34) ai« + ai5b + ai*b2 + ...bi«; 35) c + c}^c + ... + c«. 

36) Schalte durch logarithmische Berechnung zwischen 
1 und 2 neun Glieder so ein, daß 1 das erste, 2 das elfte 
Glied einer geometrischen Reihe wird. 

37) Bei der gleichschwebenden Temperatur liegen 
zwischen jedem Tone und seiner Oktave, d. h. demjenigen 
Tone, der auf doppelt soviel Schwingungen beruht, elf Inter- 
polationstöne derartig, daß die Schwingungszahlen der 13 Töne 
eine geometrische Reihe bilden. Welches ist der konstante 
Quotient dieser Reihe? 

38) Wie heißt das erste imd das siebente Glied der- 
jenigen Reihe, bei welcher die Summe des ersten und siebenten 
Gliedes 99^, die Summe des zweiten und vierten Gliedes 
39 betragt? 

39) In jeder geometrischen Reihe muß das Produkt zweier 
Glieder, die von der Mitte gleichweit abstehen, konstant 
sein. Warum? 

40) Wie heißt die geometrische Reihe, bei welcher das 
Produkt aus dem ersten und achten Gliede V 250000, aber 
die Summe des vierten und fünften Gliedes 3000 betragt? 
(Vgl. 39). 

41) Jemand sät 20 hl Weizen, um mehrere Jahre hiii- 
durch die ganze Ernte als Aussaat zu verwenden. Er er- 
zielt auf diese Weise nach Ablauf von 6 Jahren eine Ernte 
von 81 920 hl. Wie viel mal so viel betrug durchschnittlich 
die Ernte, als die Aussaat? 

42) Nach arabischen Berichten soll der Erfinder des 
Schachspiels Sessa Ebn Daher sich bei einem Könige von 
Indien als Belohnung die Zahl aller Weizenkömer erbeten 
haben, die auf dem letzten Felde eines Schachbretts von 
64 Feldern zu liegen käme, wenn man auf das erste Feld 
1 Korn, auf das zweite 2 Kömer, auf das dritte 4 Kömer, 
auf das vierte 8 Kömer u. s. w. legen würde. Wie kann 
man aus 2^® = 1024 sofort erkennen, daß die Zahl der 
Weizenkömer mehr als 8 Trillionen betragen müßte, und 
daß die Gesamtzahl der Körner auf allen 64 Feldern mehr 
als 16 Trillionen ausmachen müßte? 
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43) Von der SchneUigkeit, mit welcher sich eine interes- 
sante Nachricht in einer großen Stadt verbreitet, gibt die 
Lösung der folgenden Aufgabe eine Anschauung: In einer 
Stadt von einer Million Einwohner geschehe morgens um 8 Uhr 
im geheimen ein Attentat, das nur von einer Person ge- 
sehen ist. Man nehme nun an, daß die Nachricht darüber 
sich nur so verbreite, daß jeder in jeder halben Stunde nur 
zwei Personen trifft, denen er die ihnen noch neue Nachricht 
mitteilen kann, so daß sie um 9 Uhr von 1 + 2 + 4 Personen, 
um 10 Uhr von 1 + 2 + 4 + 8 + 16 Personen gewußt wird. 
Um welche Zeit nachmittags wird sie dann von jedem Be- 
wohner der Stadt gewußt? 

44) Die Barometerstande nehmen in geometrischer Pro- 
gression ab, wenn die Höhen der Beobachtungsörter über 
dem Meeresspiegel in arithmetischer Progression zmiehmen. 
Wie hoch steht hiernach das Barometer üi der Höhe von 
p Metern, wenn es in der Höhe von h Metern b Millimeter, 
in der Höhe von h' Metern b' Millimeter zeigt? 
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s=«3 , wo q<l. 

1 — q ^ 



Wenn bei einer geometrischen Reihe das Anfangsglied a 
positiv ist und der konstante Quotient q positiv und kleiner 
als eins ist, so wird jedes folgende Glied kleiner als das 
vorhergehende, und das n-te Glied nähert sich bei wach- 
sendem n der Grenze Null. Denn q**""^ hat dann nach 
dem in Nr. 4) von § 4 ausgesprochenen Satze den Grenz- 
wert Null, und deshalb auch das n-te Glied z, das ja nach 
§ 6 gleich aq"-^ ist. 

Auch för die Summe s einer solchen geometrischen 
Beihe, bei welcher die Anzahl n unendlich groß ist, erhalt 
man einen bestimmten endlichen Grenzwert. Wenn 
man nämlich die rechte Seite der Formel U des § 6 in 

1 — q^ 



a 



l-q 
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umformt^ und beachtet, da£ nach Voraussetzung q < 1 ist, 
so erhält man, weil man dem Satze in Nr. 4) von § 4: 

lim q*» = (för q < 1) ist, 

1 — 
s = a 



oder: s = 



1 
a 



i-q 

Beispielsweise erhält man für: 

^ + 2+4"'"8+i6"^*" 

den Grenzwert 2, weil a = 1, q = ^ ist. Auch empirisch er- 

kennt man dies, wenn man nacheinander die Summen der 
ersten zwei, der ersten drei, der ersten vier u. s. w. Glieder 
bildet. Dann erhält man beziehungsweise: 

H, i|, li, ... 

Man nähert sich also der Zahl 2 von unten. 

Auch erkennt man leicht, wie nahe man dem Grenz- 

wert s^ekommen ist, wenn man n Glieder der Reihe 

1 — q ° 

addiert hat. Denn, wenn d die Zahl ist, um welche diese 

Summe kleiner als der Grenzwert ist, so kommt: 

, a 1 — q" q" 

a = ^ a- — = a.'^-^ — . 



l-q 1-q 

Hat man also in dem obigen Beispiele 10 Glieder 
addiert, so -wird: 

,_ q° . \2J I2J /ly 1_ 

*1 — q i_l 1 V2/ 512 

2 2 

die Zahl, um welche die Summe noch kleiner ist als {die 
Zahl 2. Man kann auch umgekehrt fragen, wie viel Glieder 
der unendlichen geometrischen Beihe: 

a, aq, aq , aq , • • • 
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man mindestens addieren muß^ damit der Unterschied der 
erhaltenen Smnme von dem Grenzwert 

a 



l-q 
noch kleiner als die beliebig gegebene Zahl d werde. Da 



d = a 



q° 



l-q 
ist, so erhält man znächst: 

d(l— q) 

daraus: 

logd + log(l — q) — loga = n.logq, 
also: 

^^ logd + log(l — q) — loga 

logq 

Aus dem Ausdruck, den wir rechts erhalten haben^ er- 
kennen wir, daß die zu 

logd + log(l — q) — loga 
logq 

nächst größere ganze Zahl angibt, wie viel Glieder der un- 
endlichen geometrischen Eeihe wir zu addieren haben, um 
zu erreichen, daß die erhaltene Summe um weniger als d 

kleiner ist, als der Grenzwert ~ • Ist wiederum a = 1, q = — 

1 — ^ q ^ 

und d =« ^^^^^^^ , so ereibt sich, daß man mindestens 21 
1000000' «S"*' Bi^, ^<«^ 

Glieder der Eeihe 

1 1 i 1 

addieren muß, um zu erreichen, daß die Summe um weniger 
als ein Milliontel kleiner wird als die Zahl Zwei. 



Auch wenn q nicht, wie soeben zwischen und + 1^ 
sondern zwischen und — 1 liegt, also die GKeder der 
unendlichen geometrischen Eeihe abwechselnde Vorzeichen 
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haben^ strebt bei unbegrenzt wachsender Gliederzahl die 
Summe der GUeder einem ganz bestimmten Grenzwerte zu. 
Um dies zu erkennen, haben wir den in § 6 gefundenen 
Ausdruck für die Summe s: 

1— q«^ 

s = a«— -^ 

1— q 

für den Fall zu prüfen^ daß q negativ ist, der absolute 
Wert von q kleiner als 1 ist, und n unbegrenzt zunimmt. 
Da die n-te Potenz einer negativen Zahl positiv oder negativ 
wird, je nachdem n gerade oder ungerade ist, und da x**, 
falls X < 1 ist, bei unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert 
Null hat, so erhält man: 

1-f 



s = a 



l-q' 



also gleichviel, ob n positiv oder negativ ist, denselben 
Grenzwert: 



a 

s = r — 



-q 

wie bei positiv gedachtem q, nui*, daß jetzt der zu a ge- 
dachte Nenner, wegen des negativen q, größer als 1 ist, 
während er im oben behandelten Falle kleiner als 1 war. 
Auch die BerechnuDg der Annäherung an den Grenz- 
wert läßt sich bei abwechselnden Vorzeichen ebenso ge- 
stalten, wie oben bei lauter positiven Vorzeichen, nur daß, 
a zunächst immer als positiv vorausgesetzt, die Smnme der 
n GHeder der Reihe größer als der Grenzwert wird, wenn 
n ungerade ist, also das letzte der zur Addition verwendeten 
Glieder positiv ist, dagegen kleiner als der Grenzwert ist, 
wenn n gerade, also das letzte zur Addition verwendete 

3 
Glied negativ ist. Sei z. B. a=«2, q== — — , also die 

folgende Reihe: 

2 _?. 4-^ _?I 4-iL 

' 2' "^8' 32' '^128'"" 

zu behandehi. Je nachdem wir 1, 2, 3, 4, . . . Glieder zur 
Addition zusammenfassen^ erhalten wir beziehungsweise: 

^1 13 25 181 
' 2' 8 '32' 128'' ■■ 
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Für den Grenzwert erhalten wir: 

8 = -^ = ^ = 1,1428571.., 

während die soeben gefundenen Summen abwechsehid größer 
und kleiner als dieser Grenzwert sind. Sie sind nämlich^ 
auf sieben Dezimalstellen berechnet, gleich: 

2,0000000 
0,5000000 
1,6250000 
0,7812500 
1,4140625 

Schon bei zwei Dezimalstellen erkennt man, daß der 
Unterschied gegen den Grenzwert immer kleiner wird, näm- 
lich 0,86; 0,64; 0,48; 0,36; 0,27, nur daß die berechnete 
Summe bei ungerader Gliederzahl zu groß, bei gerader 
Gliederzahl zu klein wird. 



Die unendliche geometrische Beihe kann auch als 
Funktion einer veränderlichen Größe x aui^efaßt werden, 
falls diese die Grenzen 

— I<x< + 1 

inne hält. Setzt man nämlich den Vermehrungsfaktor q = x 
und den in allen Gliedern der Beihe konstanten Faktor a 
gleich 1, so ergibt sich 

y=l+x + x2 + x3+...., 

und, wie oben erkannt ist, nähert sich y um so mehr dem Werte : 

1 
1— x^ 

je mehr Glieder der Beihe zur Addition verwendet werden. 
Nun haben wir aber in § 2 gelernt, das Gleichheitszeichen 
bei veränderlichen Größen auch dann anzuwenden, wenn die 
eine sich der andern so nähert, daß der Unterschied beliebig 
klein gemacht werden kann. Wir setzen demgemäß geradezu: 

j— 1 + X + x2 + . . . ad inf. für <x < 1, 
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und meinen damit, daß der UnterscUed zwischen der linken 
und der rechten Seite dieser Gleichung immer kleiner wird, 
je mehr Glieder man auf der rechten Seite zur Addition 
verwendet. Ebenso erhält man nach dem Obigen: 

:; = 1 — X + x2 — ... ad inf. für <x < 1. 

1 +x 

Das Zeichen ,,ad inL" bedeutet in solchen Gleichungen 
„bis ins Unendliche", wodurch angedeutet wird, daß eine 
wirkliche Gleichheit nie erzielt werden kenn, sondern daß 

man dem Grenzwert -i- bezw. -^ um so näher kommt, 

1 — X 1 + X 

je mehr Glieder man zur Addition verwendet. 



Übungen zn § 7. 

Berechne: 

l)l+| + ^ + ...adinf.; 2)11 + ^ + ^ + ^^ + ... adinf.; 

3) 4 + 3 + 1+.. . adinf.; 4) l + |y2 + |+... ad inl 
Berechne: 

7) Berechne die Glieder der folgenden Keihe so weit, 
daß die Summe nur um -^ oder noch weniger kleiner als 
-^ = 3 bleibt: 



a) l+- + g + ...adinf.; b) 2 + - + - + — + ... ad inf. 

8) Wieviel Glieder der folgenden Reihe muß man 
mindestens berücksichtigen, um zu erreichen, daß ihre Summe 
um weniger als -^ kleiner ist, als ihr Grenzwert: 

4 + 1 + ^+. ..ad inf.? 
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Summiere: 

11) 16 — 8 + 4 — .... 

Prüfe, ob der Grenzwert jeder der folgenden 
JKeihe zwischen der Summe der ersten fünf und der 
Summe der ersten sechs Glieder liegt: 

12)4-1 + ...; 13)l-i=+l...; 

14) 1 — (|/2 — 1) + (3— 2/2) + .... 

15) Wie beißt das vierte Glied der unendlichen Reibe, 
deren AnfangsgUed 1000 und deren Summe 10000 ist? 

16) Begründe das im Rechen-Unterricht gelernte Ver- 
fahren, um einen rein -periodischen Dezimalbruch in einen 
gewöhnlichen Bruch zu verwandeln durch Summierung der 
unendlichen Reihe: 

a a 



IQm ' l()2m 

WO a die Periode ist und m die Anzahl ihrer ZifiPem ist. 

17) Warum bat es keinen Sinn, von der Summe der 
geometrischen Reihe 1 + x + x^ + . . . für x> 1 zu sprechen? 

18) Durch Multiplikation von: 

1 x'* 

l + x + x» + ...x'^-^=- 

1 — X 

mit sich selbst erhält man: 

1 (1 + x«"-2) + 2(xi + x««^-») + 3 (x» + x«'^-*) + . . . 
+ (n — 1) (x^-^ + X") + n x^^-i 
1 — 2x'' + xg° 

(1 - x)2 

Für X < 1 und n = oo erhält man deswegen auch bei 
der Reihe: 

l + 2x + 3x2 + ... ad inf. 
einen Grenzwert. Wie heißt dieser? 



62 I* Abschnitt. Funktionen. 

19) Summiere mit Benutzung von Nr. 18): 

3 + 5x + 7x2 + . . . ad inf. für x < 1. 

20) Summiere für x<l:l — x + x^ — x^ + ... ad inf . 



§ 8. Zinseszins- und Bentenreehnung. 

I) a Mark, einmal gezahlt^ sind nach n Jahren durch 
Zinseszins: ^ . ^n Mark; 

II) r Mark^ am Schluss jedes Jahres, sind nach n Jahren 

zusammen: n i 

r • — Mark. 



Die in § 6 und § 7 behandelten geometrischen Eeihen 

finden ihre wichtigste Anwendung in der Zinseszins-Bechnung. 

Ein Kapital von a Mark tragt bei p Prozent in einem Jahre 

a * n 

-T|^ Mark Zinsen, weil, wenn 100 Mark p Mark Zinsen 

geben, eine Mark ^^ Mark, also a Mark a mal soviel, d. h. 

^ Mark Zinsen ergeben. Wenn man nun diese in einem 

Jahre erworbenen Zinsen zu dem Kapital von a Mark hin- 
zufügt, so erhält man in Mark: 

a + 



100 
Sondert man nun a ab, so erhält man: 

So erscheint durch die Hinzufügung der Zinsen das Kapital 
von a Mark mit (l+Ynn) ^^^pliziert Diesen Faktor 

nennt man Vermehrungsfaktor und bezeichnet ihn mit q. 
Man kann also sagen, daß jedes Kapital in jedem Jahre 
durch Hinzufiigung der Zinsen ver-q- facht wird, wo der 
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Vermehrungsfaktor q aus der Prozentzahl p durch die Glei- 
chung: 

hervorgeht. Für 3, 4, 5, 3^, 3f , 4^ Prozent ist der Ver- 
mehrungsfaktor q beziehungsweise: 

1,03; 1,04; 1,05; 1,035; 1,0375; 1,04125. 

Beispielsweise wird aus einem am Anfang eines Jahres vor- 
handenen Kapital von 1000 Mark am Schluß desselben bei 
3^ Prozent: 1035 Mark. 

Wenn nun ein Kapital länger als ein Jahr auf Zinsen 
steht, und immer bei Ablauf eines Jahres die Zinsen nicht 
zur Auszahlung gelangen, sondern zum E^pital geschlagen 
werden, so ist zu beachten, daß das im ersten Jahre ver-q-fachte 
Kapital im zweiten Jahre wieder ver-q- facht wird, so daß 
nadi 2 Jahren aq^ Mark vorhanden sind. Diese werden im 
dritten Jahre wieder ver-q-facht, so daß nach Ablauf von 
3 Jahren das ursprungliche Kapital von a Mark zu a • q^ Mark 
geworden ist u. s. w. So erkennt man, daß das durch all- 
jährliche Hinzufiigung der Zinsen nach Ablauf von n Jahren 
erreichte End-Kapital von z Mark aus dem Anfangs-Kapital 
von a Mark durch folgende Formel hervorgeht: 

z == a • q*^, 

wo q = 1 + --^ ist, wenn p die Prozentzahl bedeutet. Wenn 

beispielsweise gefragt wird, zu wieviel Mark 6000 Mark in 
27 Jahren zu 3^ Prozent anwachsen, hat man zu setzen 
a = 6000, q = 1,035, n = 27 und erhält dann durch loga- 
rithmische Rechnung, daß z == 15189,4 ist, woraus folgt, daß 
die 6000 Mark zu 15 189 bis 15 190 Mark angewachsen sind. 
Man kann jede der vier durch die Formel I) verbundenen 
Zahlen als Unbekannte betrachten, und erhält demgemäß bei 
logarithmischer Rechnung: 

log z = log a + n • log q 

oder: log a = log z — n • log q 

, , loffz — loea 
oder : log q = —^ ^^ 

j logz — loff a 

oder : n = —^ ^- 

logq 



64 I* Abschnitt. Funktionen. 

Wenn z. B. jemand verpflichtet ist^ in 10 Jahren 1000 Mark 
zu zahlen^ und 3f Prozent gerechnet werden sollen , so hat 
er heute nur soviel Mark zu zahlen, daß die gezahlte Geld- 
summe in 10 Jahren zu 1000 Mark werde. Es ergibt sich 
dann aus: 

loga « log 1000 — 10 . log 1,0375, 

daß er nur 692 Mark zu zahlen nötig hat. Wenn femer ge- 
fragt wird, bei wieviel Prozent sich ein Kapital in hundert 
Jahren verhundertfacht, ist z = 100a, n »» 100 zu setzen, 
und man erhält aus: 

- log 100 + loga — loga ^ ^^ 
logq =- -^ ^^ ^ = 0,02, 

daß q = 1,047 ist, also ^2^ = 0,047 und p = 4,7 ist Nament- 
lich för die Verzinsung in größeren Zeiträumen kann man 
sich daher merken, daß sich bei 4,7 Prozent ein Kapital in 
100 Jahren verhundertfacht, was leicht zu behalten ist. Aus 
einem Pfennig wird daher bei 4,7 Prozent in 1900 Jahren 
100^^ Pfennige oder 100^® Mark oder 10*^ Mark oder eine 
Sextillion Mark.*) Wenn endlich gefrag^ wird, in wieviel 
Jahren bei 4 Prozent aus 1000 Mark durch Zinseszins 1500 Mark 
werden, erhält man aus: 

log 1500 — log 1000 

n = — — — 9 

log 1,04 

daß dies in zehn Jahren geschieht. 

Wenn die Zinsen nicht nach Ablauf eines vollen Jahres, 
sondern alle Vierteljahre zum Kapital geschlagen werden, so 

ist natürlich ^ statt p zu setzen, wenn p die für ein volles 

Jahr gedachte Prozentzahl ist. Dafür sind aber in jedem 
Jahre vier Termine zu denken, wo die Zinsen zum Kapital 
geschlagen werden, so daß 4n statt n zu denken ist. Dann 
lautet also die Zinseszins-Formel I): 



z 



V ^4- 100/ 



*) Vgl. des Verfassers „Mathematische Mußestunden" (Leipzig, 
1900), Band I, § 4 „Über sehr große Zahlen". 
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Und wenn in jedem Jahre nicht 4mal; sondern mmal die 
Zinsen zum Kapital geschlagen werden^ ergibt sich allgemeia: 



=^K^""'- 



Umgekehrt kann man sich auch denken^ daß erst nach Ab- 
lauf von je V Jahren die Zinsen berechnet und zum Kapital 
hinzugefügt werden. Dann ist in der Zinseszinsformel p mit v 
zu multiplizieren y n durch v zu dividieren, so daß sich er- 

^^^'' d ^ p • A^ 



Wenn alljährlich, n Jahre hindurch, am Schlüsse jedes 
Jahres r Mark gezahlt werden, so würden hieraus, wenn 
gar keine Verzinsung stattfände, nach Ablauf der n Jahre 
natürlich n • r Mark entstehen. Wenn aber Zinseszins ge- 
rechnet wird, so ist zu beachten, daß nach Ablauf der n Jahre 
die zuletzt gezahlten r Mark sich noch gar nicht haben ver- 
zinsen können, daß die nach Ablauf von n — 1 Jahren ge- 
zahlten r Mark 1 Jahr auf Zins gestanden haben, daß die 
nach Ablauf von n — 2 Jahren gezahlten r Mark 2 Jahre 
auf Zinseszins gestanden haben, und so weiter, endlich, daß 
die zuerst, also nach Ablauf von einem Jahre, gezahlten r Mark 
(n — 1) Jahre auf Zinseszins gestanden haben. Demnach er- 
gibt die in der Überschrift mit I) bezeichnete Zinseszins- 
Formel, daß der nach Ablauf der n Jahre entstandene Gre- 
samtwert der n mal am Schluß jedes Jahres gezahlten r Mark 
sich beläuft auf: 

s = r + rq + rq* + . . . rq^""^ 

Mark. Nun ergibt sich aber aus der in § 6 abgeleiteten 

Formel fiir die Summe einer geometrischen Beihe, daß die 

soeben mit s bezeichnete Summe sich auch so ausdrücken 

läßt, wie hier folgt: 

q^ — 1 
s = r^^ — • 



Eine sich gleich bleibende, alljährlich erfolgende Zahlung 
nennt man eine Eente, und deshalb die soeben abgeleitete 
Formel die Eentenformel (Formel II der Überschrift). Wird 

Schubert, Niedere Analysis. II. 5 
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die Bente immer am Anfang statt am Schloß jedes der 
n Jahre gezahlt, so steht jeder Beitrag ein Jahr länger auf 
Zinseszins 9 so daß jedes Glied der obigen Reihe mit q zu 
multiplizieren ist. Deshalb ergibt sich in diesem Falle auch 
qmal soviel, d. h. soviel Mark wie 

q"^ — 1 

q— 1 

angibt. 

Man beachte, daß die in der Überschrift mit II) be- 
zeichnete Bentenf ormel den Wert einer n Jahre lang gezahlten 
Rente nach Ablauf dieser n Jahre darstellt, daß man aber: 

q"^ — 1 



r 



q-l 



noch durch q'^ zu dividieren hat, um den Barwert der Rente 
auszudrücken, d. h. die Geldsumme, die for die n- maligen 
künftigen Zahlungen bei Beginn der n Jahre zu zahlen ist 
Hiemach erhalten wir für den Barwert b einer Rente von 
r Mark, die n Jahre hindurch läuft: 

wo q = 1 + Yaä ist, wenn der Berechnung p Prozent zu- 
grunde gelegt werden. 

Bei den Fragen der Zinseszüis- und Rentenrechnung 
kommen oft die Formeln der Überschrift alle beide zur An- 
wendung. Wenn z. B. gefragt wird, wieviel von einer Schuld, 
die am 1. Januar 1903 12000 Mark betrug, am 1. Januar 1913 
noch übrig ist, nachdem am Schluß jedes der Jahre 1903 
bis 1912 je 1000 Mark abgezahlt ist, so ergibt sich, wenn 
4 Prozent gerechnet werden, der Rest: 

12 000 . 1,0410 — 1000 . ^!^^^^^^^^ — 

= 12 000 . 1,0410 — 25 000 (1,0410 _ 1) 
= 25000 — 13000.1,0410. 

Denn man muß beachten, daß die am 1. Januar 1903 
12000 Mark betragende Schuld bis zum I.Januar 1913 auf 
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12 000 • 1,04^® Mark anwächst, und daß die zehn Abzahlungen 
gemäß der oben entwickelten Formel^ beim Beginn des Jahres 
1913 zusammen 

Mark betragen. 

Bei dem Ansetzen von Renten-Aufgaben hat man nament- 
lich darauf zu achten, ob eine ffeeebene Geldsumme einmal 
oder öfter zu zahlen ist, ob also die erste oder die zweite 
der Formeln der Überschrift anzuwenden ist, und außerdem 
darauf, daß Leistung und Gegenleistung nur dann verglichen 
werden dürfen, wenn beide für einen und denselben 
Zeitpunkt berechnet sind. Wenn z. B. gefragt wird, 
wieviel Mark jemand zehn Jahre hindurch von 1903 an all- 
jährlich auf eine Bank tragen muß, damit er nach Ablauf 
der zehn Jahre erstens eine Summe von 4000 Mark erheben 
kann, und außerdem auf weitere fünfzehn Jahre alljährlich 
1000 Mark sich auszahlen lassen kann, wenn 4 Prozent ge- 
rechnet werden, so ergibt sich als Ansatz: 

1 0410 1 1 0415 1 

-^^^^ ^=4000 + 1000 ^'^^ ^ 



0,04 ' 0,04.1,0415 

Hier ist der Zeitpunkt, bezüglich dessen Leistung und 

Gegenleistung verglichen ist, der 31. Dezember des Jahres 

1913, an welchem Tage er zum letzten Male x Mark auf 

die Bank bringt und zugleich 4000 Mark abhebt, um vom 

31. Dezember 1914 bis zum 31. Dezember 1928 «einschließlich 

noch weiter je tausend Mark erheben zu können. Wenn 

man den 31. Dezember 1928 als Zeitpunkt der Vergleichung 

gewählt hätte, so hätte man erhalten: 

1 0410 1 1 0415 1 

x ^^""^.. . 1,0415-4000 . 1,0415+1000- ^^^, . 
0,04 0,04 

Wenn man drittens den Anfang des Jahres 1903, an 
dessen Ende die ersten x Mark eingezahlt werden, als Zeit- 
punkt der Vergleichung gewählt hätte, so hätte man den 
folgenden Ansatz erhalten: 

^ 1,041« _ 1 4000 ^ ^^^^ 1,0415-1 



0,04.1,0410 1,041» 0,04.1,0425" 

Alle drei Ansätze erweisen sich natürlich als identisch. 

5* 
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Wenn nun in der Formel für den Barwert b einer 
n Jahre hindurch bei p Prozent lauf enden Rente von r Mark: 



b = r« 



(^+1^)'- 



('+3!ö-^)-(^+iiör 



1— 



100 L 
100 r 



( 



'+m) 



/i+_P_V 

\ 100/ . 



n großer als jede noch so große Zahl setzt, so daß ( 1 + T^n ) 

auch unendlich groß wird, also der reciproke Wert davon 
den Grenzwert hat, so erhält man den Barwert einer 
ewigen Rente, nämlich: 

, lOOr 
b = 

P 

Dieses Resultat konnte auch aus der gewöhnlichen 
Zinsrechnung entnommen werden. Denn r Mark sind ja in 
diesem Falle die gewöhnlichen jährlichen Zinsen eines Ka- 
pitals von b Mark, so daß: 

b.p , , lOOr 

r = — ;r^ oder b =« 

100 p 

wird. 

Die Anschauungen und Formeln der Zinseszins- und 
Rentenrechnung lassen sich auf alle Gebiete übertragen, wo 
in gleichen Zeitintervallen eine Vermehrung gemäß einer 
geometrischen Reihe stattfindet, namentlich auf die Gebiete 
der Forstwissenschaft und der Statistik. In der 
Assekuranz- Wissenschaft werden diese Formeln mit der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. § 8 im ersten Teile dieser 
„Niederen Analysis") verknüpft. Die Assekuranz-Mathe- 
matik hat Herr Großmann- Wien in einem besonderen 
Bande dieser Sammlung (Band XX) ausführlich behandelt. 
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Übnngen zu § 8. 

Wie heißt der Vermehrungsfaktor q, wenn die 
Prozentzahl p beträgt: 

1) p==5? 2) p = 5|? 3) p = 2|? 4) p = 3|? 5) p = 10? 
6) p = 3i? 

Wie heißt die Prozentzahl p, wenn der Ver- 
mehrungsfaktor q beträgt: 

7)q=l,03? 8)q=l,035? 9) q= 1,0425? 10) q== 1,03625? 
ll)q=l,10? 12)q=l,015? 13)q = l,15? 14) q = 2? 

15) Welche Geldsumme wird in zehn Jahren durck 
Zinsenszinsen bei 4^ aus 1000 Mark? 

16) Bei wieviel Prozent wird in 10 Jahren aus 100 Mark 
150 Mark? 

17) In wieviel Jahren wächst ein Kapital von 700 Mark 
zu 1000 Mark an, wenn 3 Prozent gerechnet werden? 

18) In wieviel Jahren verdoppelt sich ein Kapital bei 
4 Prozent? 

19) Ein neugeborener Knabe erhielt als Patengeschenk 
von seinem Oheim ein Sparkassenbuch mit 1000 Mark. Wie- 
viel konnte er, als er, 16 Jahre alt, konfirmiert wurde, von 
der Sparkasse erheben, wenn letztere 3^ Prozent rechnete? 

20) Eine Bank, welche das eingezahlte Geld mit 3^ Pro- 
zent verzinst, legte zehntausend Mark in Industrie -Unter- 
nehmungen an, die ihr 6 Prozent brachten. Wieviel Mark 
hatte die Bank nach 10 Jahren verdient? 

21) Ein Wald ist auf 100000 Kubikmeter abgeschätzt. 
Wie groß muß derselbe nach 10 Jahren sein, wenn in dieser 
Zeit nichts geföllt wird, und auf 100 Kubikmeter jährlich 
2^ Kubikmeter zuwachsen? 

22) Die Staatsschulden des Deutschen Reiches betrugen 
am 1. Januar 1883 etwa 14 Millionen Mark. Wieviel würden 
dieselben am 1. Januar 1905 betragen, wenn 3^^ gerechnet 
wird, und wenn einerseits keine neuen Schulden gemacht 
wären, andrerseits auch keine Amortisationen (Tilgungen, 
Abzahlungen) stattfanden? 

23) Eine Stadt hat seit 100 Jahren so zugenonmien, 
daß die Zunahme pro Jahr 1,5^ betrug. Sie hat jetzt 
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100000 Einwohner. Wieviel wird sie nach 100 Jahren 
haben^ wenn der Prozentsatz der Zunahme dauernd der- 
selbe bleibt? 

24) Wie groß ist der Barwert einer erst in fünf Jahren 
zahlbaren Schuld von 1000 Mark, wenn 4^ Zinzeszinsen ge- 
rechnet werden. 

25) Ein Wucherer leiht jemand 700 Mark, indem er 
sich daför einen Wechsel von 1000 Mark ausstellen laßt, 
der nach 5 Jahren zahlbar ist. Wieviel Prozent nahm der 
Wucherer? 

26) Bei wieviel Prozent verhundertfacht sich ein Ka- 
pital in hundert Jahren, wenn die Zinsen alle halbe Jahr 
zum Kapital geschlagen werden? 

27) Bei wieviel Prozent jährlich verhundertfacht sich 
ein Kapital in hundert Jahren, wenn die Zinsen nach jedem 
Vierteljahr zum Kapital geschlagen werden? 



28) Jemand zahlt alljährlich bei einer Sparkasse, die 
3|^^ rechnet, 1000 Mark ein, und zwar am Schluß jedes 
Jahres. Wieviel beträgt sein Guthaben auf der Sparkasse 
nach Ablauf des zwanzigsten Jahres? 

29) Ein Kaufmann zahlt am 1. Januar 1904 bei einer 
Bank 1000 Mark ein, und wiederholt diese Zahlung am 
ersten Tage jedes Jahres bis zum 1. Januar 1923, so daß er 
also zwanzigmal die Zahlung macht. Da er am Schluß des 
Jahres 1923 sein Geschäft aufgibt, so läßt er sich am 
31. Dezember 1923 sein Bankguthaben auszahlen, um das 
erworbene Vermögen selbst zu verwalten. Wie groß ist 
sein Guthaben, da die Bank die Depositengelder zu 3^^ 
verzinst? 

30) Ein Seemann schickte vom Ende des Jahres 1900 
an bis zum Ende des Jahres 1920 je 600 Mark an eine 
Bank, die 3^^ rechnet. Wie groß ist sein Bankguthaben 
am 1. Januar 1921? 

31) Wieviel muß jemand vom 1. Januar 1904 an bis 
zum 1. Januar 1920 einschließlich auf Zinsen geben, um bei 
5 ^ am Ende des Jahres 1920 eine Summe von 10000 Mark 
ausgezahlt erhalten zu können? 
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32) Wieviel Jahre hindurch muß man bei 4^ alljährlich 
am Schluß des Jahres 100 Mark auf Zinseszinsen geben^ 
um schließlich 3000 Mark sich auszahlen zu lassen? 

33) Zu einem Kapital von 50000 Mark wird nach je 
einem Jahre, im ganzen zwanzigmal^ 200 Mark hinzugefügt. 
Wie groß war das Kapital bei 4^ geworden, als eben zum 
zwanzigsten Male 200 Mark hinzugezahlt waren? 

34) Die Staatsschulden Hamburgs betrugen am 1. Ja- 
nuar 1881 120 Millionen Mark. In welchem Jahre würde 
diese Summe bei 4^ getilgt sein, wenn von 1881 ab am 
Ende jedes Jahres außer den gewöhnlichen Zinsen von 
44 Millionen Mark noch 2 Millionen mehr, also 6f Mil- 
lionen Mark zur Amortisation hätten verwandt werden 
können, und keine neuen Anleihen nötig gewesen wären? 

35) In wieviel Jahren kann bei 4 ^ eine Schuld dadurch 
getilgt werden, daß ihr zehnter Teil aUjährUch abgezahlt wird? 

36) Ein Waldbestand von 30000 Kubikmetern soll in 
20 Jahren vöUig abgeholzt werden. Wieviel ist im Jahre 
zu schlagen, wenn der jährliche Zuwachs 2^^ betragt? 

37) Wie groß ist der Barwert einer Rente von 500 Mark, 
die bei 5^ 16 Jahre lang läuft? 

38) Was hat größeren gegenwärtigen Wert, eine Rente 
von 1200 Mark auf 16 Jahre oder von 1600 Mark auf 
12 Jahre, wenn 4^ zugrunde gelegt werden? 

39) Wie lange kann einem Kapital von 100000 Mark 
bei 4 ^ alljährlich 10 000 Mark entnommen werden, damit es 
nach Ablauf dieser Zeit bei 5 ^ noch 20 Jahre lang 5000 Mark 
einbringen könne? 

40) Wenn jemand heute die Pflicht übernimmt, 10 Jahre 
lang nach je einem Jahre 1000 Mark zu zahlen, so ist der 
Kaufpreis dieser Verpflichtung heute weniger als 10000 Mark, 
nach Ablauf der 10 Jahre aber mehr als 10 000 Mark wert. 
Welches ist in der Zwischenzeit bei 4^ der Zeitpunkt, wo 
die Verpflichtung gerade 10000 Mark wert ist? 

41) Ein am 1. Mai eingezahltes Kapital von 1000 Mark 
wurde schon am folgenden 25. Dezember zurückverlangt. 
-Wieviel ist auszuzahlen, wenn 3 ^ pro Jahr, also ^^ ^ pro 
Tag der Berechnung zugrunde gelegt werden? 
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42) In einer Stadt betrug der Überschuß der Geborenen 
über die Gestorbenen wochentlich durchschnittlich 0,015^, wie- 
viel Prozent also jährlich, das Jahr zu 52 Wochen gerechnet? 

43) Jemand gibt 20 000 Mark zu 3 ^ und 10 000 Mark 
zu 5^^ auf Zinseszinsen. Nach wieviel Jahren haben beide 
KapitaUen gleichen Wert? 

44) Zwei Kapitalien, von denen das eine iim 500 Mark 
größer ist als das andere, wachsen bei 4 ^ in 20 Jahren so 
an, daß ihre Summe 40000 Mark beträgt. Wie groß ist 
jedes dieser beiden Kapitalien? 

45) Zu wieviel Prozent steht ein Kapital von c Mark, 
das in n Jahren zu (c + c') Mark anwächst? 

46) In wieviel Jahren wird ein Kapital bei p Prozent 
dadurch aufgezehrt, daß man ihm alljährlich q^ entnimmt? 

47) Wann ist bei p Prozent der Wert einer Rente von 
r Mark (n • r) Mark wert? 

48) Wie groß ist bei 3^ der Barwert eines Ackers, 
der dauernd jährlich 3000 Mark einbringt? 

49) Eine Gemeinde hat ihre ewige Verpflichtung, die 
ihr gehörigen Wege in Stand zu halten, dem Staate über- 
tragen, der sich 10000 Mark dafür hat zahlen lassen. Die 
Gemeinde hatte alljährlich 400 Mark zu verausgaben. Wie- 
viel Prozent hatte der Staat gerechnet? 

50) Jemand kauft sich 1904 bei einer Lebens- 
versicherungs-GeseUschaft ein, er zahlt jährlich 500 Mark, 
damit seine Erben einst bei seinem Tode 10000 Mark er- 
halten. In welchem Jahre müßte er sterben, damit das, 
was er geleistet hat, gerade gleich der Gegenleistung der 
Gesellschaft werde, wenn 4^ gerechnet werden? 
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Der im § 5 des I. Teils dieser „Niederen Analysis^^ be- 
wiesene binomische Lehrsatz ergibt für jedes positiv-ganz- 
zahlige n: 
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V^n) ^^"^ n^ 1.2 ii2^ 1.2.3 n»^* 

n(n — l)(n — 2)...(n — (n— 1)) 1 

~^~ 1-2.3 ... n n^' 

oder: 

n n n — 1 1 n n — 1 n — 2 1 

"^ "'"n"'"n"~n~*lT2 + n'~l[ ^* 172^3 "*"*" 

n n — 1 n — 2 n— (n— 1) 1 

+ - • . ... — I 

n n n n nl 



+ 



^(-ä(-!)-(-=^)- 



Da die in Klammem gesetzten Differenzen positive echte 
Brache sind, so erkennt man ohne weiteres, daß die für 

ll-\ — 1 erhaltene Summe, falls n> 1 ist, größer als 2 wird. 

Um auch eine obere Grenze für diese Summe zu finden, 
zerlegen wir dieselbe in zwei Teile, erstens die Summe Sk der 
ersten k Glieder, wo k < n ist, zweitens den Rest rt, d. h. die 
Summe aller noch fehlenden nachfolgenden Glieder, so daß 
wir setzen: 

und: 



-^(-i)(-S-(-'-^) 



+ ... 



4(-i)(-i)-(-°-^) 
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Da nun das erste Glied der für r^ gebildeten Summe 
als Faktor in allen folgenden Gliedern steckt^ so können mr 
diesen Faktor 

absondern, und erhalten dann für die Summe t^, mit der 
dieser Faktor zu multiplizieren ist: 

"^k+l"*" (k + l)(k + 2) '^"- 



+ 



(k + l)(k + 2)...n 



Da nun k<n vorausgesetzt ist, so sind die bei tk in 
den Zählern auftretenden, in Klammer gesetzten Faktoren 
sämtlich kleiner als 1. Man erhält also Größeres als ti^, 
wenn man alle diese Faktoren gleich 1 setzt. Ebenso er- 
hält man Größeres als t^, wenn man die im Nenner SLuf- 
tretenden Faktoren k + 1, k + 2, k + 3, . . . n sämtlich durch 
k + 1 ersetzt, so daß aus doppeltem Grunde: 



k+1 (k + l)2 ' ' (k+l)«^~k 

Wenn wir nun die in § 6 abgeleitete Sommenformel 
auf die hier rechts von tk stehende geometrische Beihe an- 
wenden, so erhalten wir: 



k+1 



Bei dem soeben erhaltenen Bruche multiplizieren wir 
nun Zähler und Nenner mit k+1. Dadurch erhalten wir: 



^^ — k+i-i — 
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also erst recht: 

Da femer in dem oben abgesonderten Faktor, der mit 
tk multipliziert ist, ri niit lauter Brüchen multipliziert wird, 
die, weil k < n ist, kleiner als 1 sind, so ist dieser Faktor 

Demnach ist: 

1 k + 1 

Wird z. B. k = 5 gewählt, so wird hieraus: 

Bei k = 6 wird r^ schon kleiner als 0,002. Man er- 
kennt, daß bei unbegrenzt wachsendem k die Summe r^ dem 
Grenzwert zustrebt, und daß deshalb die Entwickelung 

von I1 + — I gleich Sk wird. Die Zahl n, die größer als k 

ist, kann man sich immer so groß wählen, daß die Brüche 

l_i i_2 I-^EIZI 

n n n 

und dadurch auch Produkte von ihnen, durch die Zahl Eins 
ersetzbar sind. Deshalb erhalten wir das Resultat: 

Wenn die natürliche Zahl n unbegrenzt wächst, 
so nähert sich: 



( 



^+ir 



einem bestimmten, berechenbaren Grenzwerte, den 
man immer genauer erhält, je mehr man Glieder in 
der Summe: 
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bei der Berechnung berücksichtigt. Wenn man die 
Berechnung bis auf k Glieder fortsetzt^ so ist der 
Fehler, den man dadurch begeht, daß man nicht 
noch mehr Glieder berechnet hat, kleiner als 

unbegrenzt wachsendem n gefundene Zahl spielt in der 
höheren Mathematik eine fundamentale Bolle, und sie wird 
deshalb, etwa wie die Zahl tt in der Greometrie, durch einen 
bestimmten Buchstaben, nämlich den Buchstaben e, be- 
zeichnet. 

Daß die Zahl e größer als 2 ist, folgt da^us, daß man, 

um sie zu berechnen, noch zu 1+— : = 2 positive Brüche 

addieren muß. Daß sie kleiner als 3 ist, folgt daraus, daß, 
wie oben gezeigt ist, der Fehler, den man begeht, wenn 

man e = 2 setzt, kleiner als i,.|. d. h. kleiner als J, wird. 

Daß aber e überhaupt gleich keiner rationalen Zahl ist, sondern 
eine irrationale Zahl ist, kann auf folgende Weise erkannt werden. 
Wäre die Zahl e gleich einer rationalen Zahl, so müßte 
deren Nenner größer als 1 sein, da e zwischen 2 und 3 liegt 
und deshalb nicht ganzzahlig sein kann. Demgemäß nehmen 

wir an, daß = ?- wäre, wo a und b ganze Zahlen sind 

und b > 1 ist. Nach dem Obigen aber hat e als untere 
Grenze: 111 1 

^"'"l!''"2!"''3!"^***(k— 1)!' 

und als obere Grenze: 

1+1-4-1 + 1+ ^ , 1 k + 1 

"^l!'^2!'^3!"^""(k-l)!'^k!' k 

Deshalb erhalten wir, wenn wir k gleich der ganzen 
Zahl b + 1 setzen: 

11 j^ ii1j.1i 1 , b + 2 

^■^l!"''2! + *-b!^®^^ + l! + 2!''""'b!"'"(b + l)!(b+l)" 
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Hieraus folgt aber durch Multiplikation mit b! und 

durch die Annahme^ daß e gleich der rationalen Zahl ^ wäre: 

b! + ^ + |; + ... + l<a(b-l)!<b! + ^ + ... + H-^^^ 

Da nun b! immer durch c! teilbar ist^ wenn c<b ist, 
so steht in dieser Vergleichung links eine Summe von 
ganzen Zahlen^ also eine ganze Zahl, die wir g nennen 
wollen. So kommt: 

8<"^-^)-<g + b(bV2) + l - 

Hierdurch ist die ganze Zahl a(b — 1)! in zwei Grenzen 

eingeschlossen, von denen die eine die ganze Zahl g izt, 

b + 2 
die andere um z-ti — , c^x , ^ größer ist, als g. Nun ist aber, 

b(b + 2) + l ö ' & ' 

da b größer als 1 ist, b(b + 2)>b + 2 und daher auch 
b(b-l-2) + l größer als b + 2. Also ist die obere Grenze 
um einen Bruch größer als die untere Grenze g, der sich 
kleiner als 1 erweist. Es ist demnach durch unsere Un- 
gleichuDg die ganze Zahl a(b — 1)! in zwei Grenzen ein- 
geschlossen, von denen die untere eine ganze Zahl g ist, 
die obere Grenze aber kleiner als die nächstfolgende ganze 
Zahl g + 1 ist, was unmöglich ist. Unsere Annahme, die 
Zahl e sei rational, hat uns also zu einer Unmöglichkeit 
gefuhrt. Demnach ist e als Inüonalzahl erkannt. 

Da bei einer Basis, die größer als 1 ist, logc>logd 
ist, wenn c größer als d ist, so bleiben die obigen Ungleich- 
heits-Betrachtungen auch richtig, wenn man immer zu den 
Logarithmen für die Basis f , die wir > 1 voraussetzen, über- 
geht. Demnach muß bei unbegrenzt wachsendem n auch 
der Logarithmus von 



1 + 



n/ 



sich dem Logarithmus von e zur Basis f mehr und mehr 
nähern, je größer n wird. Demnach ist: 



lim n • log ( 1 + — I = log e. 

a= Qo \ n/ 
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Wenn man hier - = x setzt, so erhÜt man, da dann 

n 

bei unbegrenzt werdendem n x unendlich klein wird: 

lim — •log(l + x) = loge (für f> 1). 

x=0 X 



Übungen zu § 9. 

Wie groß ist höchstens der begangene Fehler, 
wenn man die Summe der ersten k Glieder der 
Reihe für e gleich e setzt, wenn: 

I) k = 4; 2) k==6; 3) k = 9; 4) k = 10; 5) k = 12 ist? 

6) Warum ist e < -j? 

7) Wieviel Glieder der Keihe fiir e muß man addieren, 
um zu erkennen, daß e > 2,7 ist? 

8) Wieviel Glieder der Reihe für e muß man addieren, 
um zu erreichen, daß die erhaltene Summe um weniger als 
ein Tausendstel kleiner ist als e? 

9) Da 11 H — 1 das Quadrat von \l-\ — 1 ist, so muß 
man als Grenzwert der binomischen Entwickelung von 
(IH — I das Quadrat e^ der Zahl e erhalten. Berechne 

hiemach e^ auf vier Stellen durch binomische Entwickelung. 

10) Warum ist e^ irrational? 

II) Warum ist lim (l + -) = lim (l + -) ""? 

n=<»\ n/ n=«\ n/ 

12) Berechne Hmll 1 • 

n=oo\ n/ 

13) Bestimme für verschwindend kleine x den Grenz- 
wert von: a) log (1 + 2x) • — ; b) — log f 1 + ^x) • 



IL Abschnitt 
Reihen. 
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§ 10. Eonyergenz der Beihen. 

Schon in § 9 haben wir mit einer unendlichen Beihe zu 
tun gehabt; deren Summe sich einem ganz bestimmten 
Grenzwert nähert, so daß der Unterschied zwischen der 
Summe der ersten n Glieder und diesem Grenzwert um so 
kleiner wird, je größer n wird. 

Allgemeiner seien 

gl> S2y gs^--- gn 

die n ersten Glieder einer gesetzmäßigen Reihe von Zahlen, 
wo unter „gesetzmäßig^^ zu verstehen ist, daß jedes Glied g^ 
von seiner Nummer i in erkennbarer Weise abhängt. So 
zeigt die Beihe 

das Gesetz, daß das i-te Glied gi die i-te Potenz von x ist. 
So zeigt femer die Reihe 

111 1 

das Gesetz, daß das i-te Glied der reziproke Wert von i! 
ist. Man kann dann bei einer solchen gesetzmäßigen Reihe 
von der Summe Sn der ersten n Glieder sprechen. Wenn 
dann die positive ganze Zahl n unbegrenzt wächst, so wird 
aus der endlichen Reihe eine unendliche Reihe. Dabei 
kann es vorkommen, daß sich Sn mit unbegrenzt wach- 
sendem n einer bestimmten endlichen Grenze s nähert, 

^^ ^so 1.^ „ 

lim Sn = S 
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werde. In diesem Falle heißt die Keihe konvergent. So 
hat^ wie ans § 7 hervorgeht, die Summe: 

Sn = X + X* + • • • + X" 

den Grenzwert: 

8 = 3 1 = — ; = 3 , falls x<l ist 

1 — X 1 — X 1 — X 

Femer hat^ wie aus § 9 hervorgeht, die Summe: 

den Grenzwert: 

e — 1 = 1,7182818... 

Den Grenzwert, dem sich die Summe der n ersten 
Glieder einer unendlichen konvergenten Reihe bei unbegrenzt 
wachsendem n mehr und mehr nähert, heißt kurz Summe 
der unendlichen Keihe. Da der Unterschied zwischen der 
Summe s^ der n ersten GUeder und der Summe der Reihe 
selbst immer kleiner wird, wenn n wächst, so muß auch 
der Unterschied zwischen der Summe Sn der n ersten Glieder 
und der Summe Sn— i der n — 1 ersten Glieder, d. h. aber 
das n-te Glied gn bei unbegrenzt wachsendem n unendlich 
kleiu werden. Wir haben also den Satz: 

Die Glieder einer konvergenten Reihe müssen 
von einer bestimmten Stelle ab immer kleiner und 
schließlich unendlich klein werden. 

Man darf aber diesen Satz nicht mnkehren, d. h. man 
darf nicht daraus, daß die Glieder einer Reihe schließlich 
unendlich klein werden, folgern, daß die Reihe konvergent 
sein muß. Das beste Beispiel hierfür zeigt die harmo- 
nische Reihe, das ist die Summe der reziproken Werte der 
natürlichen Zahlen, also: 

r + 2+3+4+5 + ---^^"^- 

Bei dieser Reihe werden, sogar von Anfang an, die 
Glieder immer kleiner, und werden bei unbegrenzt wach- 
sendem n unendlich klein. Trotzdem ist die Reihe diver- 
gent, d. h. ihre Summe nähert sich keinem bestinmiten 
endlichen Grenzwert, sondern wird bei unbegrenzt wach- 
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sendem n größer als jede noch so große Zahl. Dies kann 

man auf folgende Weise einsehen. Man denke sich ^, dann 

11 1111 ... . 

:r + -r« dann — I 1 1- — u. s. w. ie in eine Klammer ein- 

geschlossen^ so daß also jede Klammer mit dem reziproken 
Werte einer Potenz der Zahl Zwei schließt, also die 
p-te Klammer folgendermaßen heißt: 

1 I 1 I +JL 

2P-i-f.l^2P-i + 2 2P * 

Dann sind in einer solchen Klammer alle Glieder bis 
zmn vorletzten größer als das letzte Glied. Die p-te Klammer 

aber enthält 2p"~^ Addenden, und als letztes GKed ^. 

2p 

Demnach ist die in der p-ten Klammer stehende Summe 
größer als 2p~^«^ = — . Demnach ist die Summe: 

bis zur p-ten Klammer einschließlich größer als: 

wird daher bei unbegrenzt wachsendem p und also auch bei 
unbegrenzt wachsendem n größer als jede noch so große 
Zahl. Die harmonische Keihe der reziproken Werte der 
natürlichen Zahlen ist daher divergent, obwohl ihre einzelnen 
Glieder immer kleiner werden und Null als Grenzwert haben. 
Bezeichnet man immer mit u^ das n-te Glied, mit Sn die 
Summe der ersten n Glieder, so bietet die harmonische Keihe 
ein Beispiel dafür, daß: 

lim Un === und doch lim Sn = oo ist. 

n = 00 n = Qo 

Bisher hatten wir immer vorausgesetzt, daß alle Glieder 

der B.eihe positiv sind, und daß deshalb immer s^ 4. i > Sn ist 

Aber in § 7 haben wir schon eine unendliche B.eihe kennen 

gelernt, bei der die Glieder abwechselnde Vorzeichen haben, 

nämlich: ^ „ o . ^ . /. 

1 — X + x^ — x^ + X* — ... ad inf., 

Schubert, Niedere Analysis. II. 6 
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bei welcher, falls x < 1 ist, die Summe der n ersten Glieder 
dem Grenzwert: 

1 

1 + x 

um so näher kam, je größer n angenommen wurde. Bei 
einer solchen Reihe mit abwechselnden Vorzeichen kann es 
aber auch vorkommen, daß sie nicht konvergent ist, indem 
die Summe der n ersten Glieder bei unbegrenzt wachsendem 
n keinen bestimmten Grenzwert besitzt, sondern den einen 
oder den andern von zwei Grenzwerten hat, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist, je nachdem also die Reihe bis zu 
einem negativen oder bis zu einem positiven Gliede be- 
rechnet ist. Das einfachste Beispiel für eine solche Reihe ist: 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1+... 

Hier erscheint als Summe der Reihe, wenn die Anzahl n 
der Glieder gerade ist, oder, was dasselbe ist, wenn das letzte 
berücksichtigte GHed minus eins war, dagegen 1 als Summe 
der Reihe, wenn die Anzahl n der Glieder ungerade ist oder, 
was dasselbe ist, wenn das als letztes gewählte Glied plus 
Eins war. Es ergeben sich also, je nachdem n gerade oder 
ungerade ist, die beiden Grenzwerte und 1. Eine derartige 
Reihe nennt man oszillierend. Oszillierende Reihen nennt 
man nicht konvergent. Darum gehörte zur Definition der 
Konvergenz einer Reihe nicht allein, daß sie einen endlichen 
Grenzwert hat, sondern, daß sie einen einzigen bestimmten 
endlichen Grenzwert hat. Weitere oszillierende Reihen er- 
geben sich aus der obigen dadurch, daß man zu ihren ein- 
zelnen Gliedern die Glieder einer konvergenten Reihe, z. B. 
einer geometrischen Reihe, addiert, indem man immer die 
Summe der beiden Glieder, die in beiden Reihen dieselbe 
Nunmier haben, als Glied der neu zu bildenden nimmt. 
Soll z. B. die geometrische Reihe: 

3 9 27 81 

+ 4"^ 16 + 64 + 256 "^••' 

mit der Summe 4 dazu verwendet werden, so ergibt sich 
als neue oszillierende Reihe: 

2_Ui9_37^,81 



4 ' 16 64 ' 256 
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Je nachdem man hier mit einem positiven oder nega- 
tiven Gliede schließt^ nähert man sich dem Grenzwert: 

1 + 4 = 5 
oder dem Grenzwert: 

+ 4 = 4. 

Zur schnelleren Entscheidung darüber, ob eine Reihe 
konvergiert, dienen die* Konvergenzregehi, von denen die 
wichtigsten hier folgen. 

Erste Konvergenzregel: Wenn m eine endliche 
Zahl ist, und eine Reihe ist vom m-ten Gliede an 
konvergent, so ist sie überhaupt konvergent. Be- 
zeichnet nämlich t den Grenzwert, dem die Summe aller 
unendlich vielen Glieder vom m-ten an zustrebt, und a die 
Sunmie der m — 1 ersten Glieder, so ist die bestimmte 
endliche Zahl a + t der Grenzwert, dem die Summe der 
ganzen Reihe zustrebt. 

Zweite Konvergenzregel (Leibnizsches Krite- 
rium): Wenn der absolute Betrag der Glieder einer 
Reihe mit abwechselnden Vorzeichen immer kleiner 
und schließlich unendlich klein wird, so ist die 
Reihe konvergent. Die Reihe heiße: 

Uo— Ui+Ug — U3+..., 

dann soll sein: 

Un^-i <Un und lim Un = 0. 



n = QD 



Wenn man nun in folgender Weise je zwei Glieder zu- 
zammenfaßt: 

82m = K — %) + (Ug — Ug) + . . . (U2m-2 — U2in-l) 

und: 

S2m+1 = S2m + U2m = Uo — (% — Ug) — (Ug uj . . . 

— (U2m — 1 — Usm) } 

so sind die in Klammem eingeschlossenen Differenzen 
sämtlich positiv, weil nach Voraussetzung: 

Uo>Ui>U2>U3 U.S.W. 

ist. Also ist: 

S2m > und S2m + 1 =S2m + U2m <^' 

Oder: 

<S2m < 82in + l<Uo. 

6* 
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Demnach besitzt die unendliche Keihe:' 
(uo — Ui) + (u2— U3)+ ...adinf., 

deren erstes Glied Uo — u^, deren zweites Ug — Ug u. s. w. 
heißt, ledigKch positive Glieder und die Summe ihrer ersten 
m Glieder bleibt kleiner als die endliche Größe Uq. Dem- 
nach hat Ssm bei unbegrenzt wachsendem m einen bestinmiten 
endlichen Grenzwert, der s heiße. Aus S2m+i = 82in + n2ni 
folgt aber dann, weil lim U2m = sein soÜ, daß dann auch 

m = 00 

S2in+i bei unbegrenzt wachsendem m denselben Grenzwerts 
hat, so daß die unendliche Reihe: 

Uo — Ui + ng — Ug + . . . ad inf ., 

gleichviel ob n gerade oder ungerade ist, einen einzigen be- 
stimmten endlichen Grenzwert besitzt. Damit ist unsere 
zweite Konvergenzregel bewiesen. Ein Beispiel hierfür 
bietet die Eeihe: 

deren Grenzwert uns in § 13 begegnen wird. 

Dritte Konvergeuzregel: Wenn eine Reihe mit 
lauter positiven Gliedern konvergiert, so muß auch 
die Reihe konvergieren, die man erhält, wenn man 
den Gliedern gerader Nummer das negative statt 
des positiven Vorzeichens gibt. Denn wenn die Reihe: 

% + "2 + "3 + 114 + ..., 

wo Ui, U2, Ug,... sämtlich positiv sind, eine bestimmte end- 
liche Summe besitzt, so muß dies auch bei: 

"2 + II4 + «6 + • • • 

der Fall sein, also auch bei: 

2(U2 + U4 + U6 + ...) 

Durch Subtraktion aber erhält man dann, daß auch 

% — ^ + "3 — "4 + --- 

konvergieren muß. Beispielsweise kann man daraus, daß die 
im § 9 behandelte Reihe: 
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den bestimmteD endlichen Grenzwert 

e = 2,7182818 

besitzt, wie dort gezeigt ist, nach dieser Konvergenzregel 
schließen, daß auch: 

^-l! + 2!-3! + 4!---^^"^- 

eine bestimmte endliche Summe haben muß. Von dieser 
werden wir aus § 12 erkennen, daß sie gleich: 

- = 0,3678794 
e 

sein muß. 

Vierte Konvergenzregel (Cauchysches Krite- 
rium): Wenn bei einer Reihe mit lauter positiven 
Gliedern der Quotient, dessen Dividendus das 
n+l-te Glied und dessen Divisor das n-te Glied 
ist, kleiner als 1 ist und auch bei unbegrenzt wach- 
sendem n einen von n unabhängigen Grenzwert hat, 
der kleiner als 1 ist, so ist die ßeihe konvergent. 
Denn, wenn bei der Eeihe: 

^1 + "2 + ^3 + ♦ • • ^^ ^' 

p eine Zahl ist, die zwar kleiner als 1, aber doch größer 
ist als der größte unter allen Quotienten: 





"% ''^ ^S...adinf., 

Ui U2 U3 


so muß sein: 


- 




"2 < ^1 • P 




U3<U2- p <Uip2 




U4<^3- P <UlP* 




U. S. W. 



Also muß die Summe der Reihe kleiner sein, als 

«i(P + P' + P' + p' + ...), 

wo p kleiner als 1 ist. Nun hat aber, da p < 1 ist, nach 
§ 7 die Summe: 

P + P^ + P^ + • • • ad inf. 
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den Grenzwert :7-^i- — Die Eeihe ist also konvergent, da 
ihre Summe kleiner als die endliche Zahl: 

1-p 
sein muß. Beispielsweise ist die Reihe: 

konvergent, weil: 

Ug 1 Ug 1 U4 1 

ist, und weil auch 

Un (2n + l)2n 

bei unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert Null hat. 

Man beachte bei den drei letzten Konvergenz- 
regeln besonders, daß wegen der ersten Konvergenz- 
regel die angegebenen Bedingungen nicht vom ersten 
Gliede an, sondern nur vom m-ten an erfüllt zu sein 
brauchen, wo m eine endliche Zahl ist. 



Übmigeii zu § 10. 

1) Zeige, daß die Smnme der Reihe 9 + 7 + -/> + -q + -- 
größer wird, als jede noch so große Zahl. 

2) Zeige, daß auch die Reihe I + -0 + T+7+Q ^v^^" 
gent ist. d 5 7 y 

Gib die Summen der folgenden Reihen an (§ 7): 
111 3 9 27 

3) 2+4+8"^"* ^ ^^''' ^^ ^"'"4'^16"^64"^'"*^"^'' 

5) 1—3+ 9 + 27 +••• ^^^y 6) a— aq + aq2 — aq8 + ... 
ad inf. für q < 1. 
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Welche Summen haben die folgenden Reihen: 
a) für X > 1, b) fär X = 1, c) für x < 1 : 

7) 1+X + X2+X3 + ...? 8) 1— X + X2 — X3 + ...? 

9)l + 2x + 3x2 + 4x3+...? 10) 1+1 + ^' + ^ + ...? 

11) Warum konvergiert eine Reihe mit lauter positiven 
Gliedern, wenn jedes Glied g derselben kleiner ist, als das- 
jenige Glied einer konvergenten Reihe, dessen Nummer um 
p größer ist, als die Nmnmer von g, wo p eine endliche 
Zahl ist? 

12) a) Warum oszilliert die Sunune der folgenden Reihe 
zwischen zwei Werten hin und her: 

^ 2 10 26 82 242 

2 __L-_ -4-- —4- 9 

3^ 9 27^81 243 ^''" 
b) Wie heißen diese beiden Werte? 

13) Warum ist konvergent: 

^* + ^* + ^ + ^4+^5+-fa'-^<i? 

14) Beweise die Konvergenz der Reihe: 

1-'+-+-+-- 

15) Stelle den Konvergenzbereich der folgenden 

X^ X^ X* 

Reihe fest: x — ^ + "q — T "'"•••' d. h. gib den größten 

und den kleinsten Wert von x an, für den die Reihe kon- 
vergiert 

16) Warum muß nach dem zweiten Konvergenz -Satze 
konvergent sein: 

3! 4!"^5! 6!"^"** 

17) Man weiß, daß konvergent ist: 

1-2 2-3 3.4 4.5 
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Warum muß nun auch folgende Reihe konvergent sein: 

2 22 "*" 23 2* 

Beweise nach dem Cauchyschen Konvergenz- 
Kriterium die Konvergenz der folgenden Reihen: 

3 5 7 9 111 

18)1 + - + - + - + - + ...; 19) 2! + 3! + 4!"^*"' 

Stelle den Konvergenzbereich der folgenden 
Reihen fest: 

22) x + gj + ^ + ...; 23)x — gj + ^-...; 

Y'2 -y^ "jr^ X^ X^ X^ 

2*) l + 2! + 4-! + 6! + -' 25)x + - + -^ + - + ...; 

•w-2 -v3 y4 y^ y5 y6 

26)l-x + |-^ + ^-...; 27)^ + 1 + ^ + ... 



§ 11. Die Methode der zu bestimmenden Koeffizienten. 

Unter den unendlichen Reihen sind besonders diejenigen 

wichtig, in denen die einzelnen, zu summierenden Glieder 

von der Form „ ^i 

ai • x^ 

sind, wo ai eine Konstante und x* die i-te Potenz der 
Variabein x ist. Man ordnet solche Reihen, indem man für i 
nacheinander die natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . setzt und 
davor eine Konstante a^ additiv hinzusetzt Die allgemeine 
Form einer solchen Reihe, die man Potenzreihe nennt, ist 

demgemäß: ao + aiX + a,x* + a,x8+ ... 

Die in § 3 besprochenen ganzen Funktionen von x 
sind spezielle Fälle der Potenzreihen, weil, wenn eine solche 
Funktion n-ten Grades ist, sie als Potenzreihe angesehen 
werden kann, in der alle Koeffizienten 

^ + 1? ^-{-29 ^n + 3>'*' • 
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unaufhörlich den Wert Null haben. Wenn eine unendKche 
Potenzreihe konvergent ist, so hat sie eine bestimmte end- 
liche Sunime y, die von x abhängt, und deshalb irgend eine 
Fmiktion von x ist. Man nennt diese Funktion dann in 
eine Potenzreihe entwickelt. Aus dem Begriff der Kon- 
vergenz folgt, daß in eine und dieselbe Potenzreihe nicht 
zwei verschiedene Funktionen entwickelt werden können. 
Daß auch umgekehrt eine und dieselbe Funktion nicht in 
zwei verschiedene Potenzreihen entwickelt werden kann, ist 
aus der folgenden Überlegung evident. Wir setzen voraus, 
daß eine und dieselbe Funktion y in zwei verschiedene 
Potenzreihen entwickelt werden könnte, die beide nicht allein 
für x = 0, sondern auch für irgend einen von Null ver- 
schiedenen Wert von x konvergent wären. Bezeichnet man 
dann die Koeffizienten der beiden Potenzreihen mit 

aQ, aj^, a^, • • • . oezw. Dq, Dj^, D2^ • • • ^ 
so müßte einerseits sein: 

andrerseits aber auch: 

y = bo + biX + b2x2 + b8x3+..., 
woraus durch Subtraktion folgen würde: 

= (ao — bo) + (% — bi) X + (a^ — bg ) X 2 + . . . 

Nach der gemachten Voraussetzung muß diese Gleichung 
für x = richtig sein. Setzt man diesen Wert ein, so er- 
hält man: = a^ -bo oder ao = bo. 

Hierdurch wird aus der obigen Gleichung: 
= 1% —bi)x + (a2 — b2)x2 + (a3—b3)x3+ .... 

Da nach der Voraussetzung diese Gleichung auch für 
einen von Null verschiedenen Wert von x richtig sein muß, 
so darf man durch x dividieren, und erhält: 

= (ai — bi) + (a2 — b2)x + (a3— b3)x2 + .... 

Nun kann man wieder x = setzen, daraus si^ = hi 
schließen, darauf durch x dividieren, und dann dieses mit 
Setzen von x = beginnende Verfahren immerzu fortsetzen. 
Auf solche Weise erkennt man, daß 

a^=bo, ai = bi, a2=b2, a3=b3 u. s. w. 
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sein muß^ daß also die als verschieden angenommenen Keihen 
identisch werden, weil die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von X als einander gleich bewiesen sind. Unser Resultat 
lautet also, daß, wenn eine Funktion von x überhaupt 
in eine Potenzreihe verwandelt werden kann, dies 
nur auf einerlei Art geschehen kann. In anderer 
Fassung lautet dieses Resultat: 

Wenn zwei Potenzreihen für x = und für Werte 
von X, die von Null verschieden sind, einander 
gleich sind, so dürfen die Koeffizienten 34 undbi jeder 
Potenz x^ einander gleich gesetzt werden. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar der Zusatz: 

Wenn eine Potenzreihe für x = und für Werte 
von X, die von Null verschieden sind, immer Null 
ist, so muß jeder Koeffizient dieser Potenzreihe 
einzeln gleich Null sein. 

Diese Sätze liefern ein vorzügliches Mittel, um eine 
Funktion in eine Potenzreihe zu verwandeln, nur muß immer 
eine Konvergenz -Untersuchung stattfinden, um den Kon- 
vergenz-Bereich festzustellen, d. h. dasjenige den Wert 
Null mit enthaltende Intervall x = c bis x = d, das alle 
Zahlen enthält, welche für x gesetzt werden dürfen, damit 
der resultierende Funktionswert gleich dem Werte ist, der 
sich aus der Potenzreihe durch Summierung ihrer Glieder 
ergibt. 

Als Beispiel wählen wir die Funktion: 

1 

''"1 — 2x + x2' 

die wir in eine Potenzreihe entwickeln wollen. Demgemäß 
setzen wir an: 

1 2x i"^'^^"^^!-^"^^^^"^ •••• 

oder: 

1 = (1— 2x + x2)(ao + aiX + a2x2+ ...). 

Links steht nur das von x freie Glied 1, rechts kommt 
aber durch Lösung der Klammem: 

«o + K — 2ao)x + (a2 — 2at + ao)x2 + (a3 — 2a5 + ai)x8 + .... 
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Wenn wir also die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von X einander gleich setzen, erhalten wir: 

1 = 3,0^ = 3»! ^ao> = a2 — ^a^ -f- a^ ^ 

= ag — 2a2 + ai; = 3^ — 2sig+8L2;n.&. w. 

Aus dieser unendlichen Kette von Gleichungen ergibt sich 
aber nacheinander: 

ao = l; ai = 2; a^^S; 3^=4; a4 = 5; u. s. w. 

Man erkennt leicht das Koeffizienten-Gesetz, 
nämlich : 

ai = i+l. 

Wir dürfen also für gewisse Werte von x, die durch die 
Konvergenz-Untersuchung noch festzustellen sind, die Funktion 

1 
1 — 2x + x2 

mit der Reihe: 

l + 2x + 3x2 + 4x3+.... 

identifizieren* Um den Konvergenz -Bereich festzustellen, 
benutzen wir das. in § 10 bewiesene Cauchysche Kriterium, 
das dort als vierte Konvergenzregel bezeichnet ist. Wir er- 
halten für das (n + l)-te Glied: 

Un-}-i = (n+l)x^ 
und für das n-te: 

Un = nx°— ^ 

Deshalb ergibt sich: 

Un + 1 n + 1 



Un n 



X. 



Es fragt sich also, was für x gesetzt werden muß, 

damit 

n + 1 

X 

n 

kleiner als 1 werde. Man weiß femer aus der ersten Kon- 
vergenzregel, daß diese Bedingung nur von einer bestimmten 

Stelle an erfüllt zu werden braucht Die Bedingung ist dann 

9 
aber immer erfüllbar, sobald man x < 1 wählt. Ist x z. B. T7^> 
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SO muß von der zehnten Stelle an x kleiner als 

11 9 99 ^ 

1 werden, nämlich tä • ttj == T7w\- ^ö fragt sich, bei An- 
wendung des Cauchyschen Kriteriums, zweitens, ob 

lbn5^±l = lin^±l.x = lim(l + iW 
Un n \ n/ 

för ein unbegrenzt wachsendes n kleiner als 1 werde. Dies 
ist aber der Fall, wenn x<l ist, weil 



Hmfl+i-) = l ist. 

n=oo\ n/ 



Der Konvergenzbereich der Potenzreihe: 

l+2x + 3x2 + 4x3+5x*+... 

ist also: _ 

0^x<l. 

Wenn wir in der innerhalb dieses Konvergenzreiches 
gültigen Gleichung: 

i___ = l + 2x + 3x2 + 4x^+.... 

1 — 2x + x** 

X in — X verwandeln, so erhalten wir: 

----^— -— = 1 — 2x + 3x2-4x*+.... 
l + 2x + x2 

Diese Reihe ist für x < 1 nach der dritten Konvergenz- 
regel deshalb konvergent, weil von der Potenzreihe 

l + 2x + 3x2 + 4x*+... 

oben bewiesen wurde, daß sie ffir x < 1 konvergent ist. Wir 
können demnach sagen, daß die Gleichung 

den Konvergenzbereich: 

— I<x<+1 

hat, d. h. richtig ist, wenn x diese Ungleichheits-Bedingung 
erfüllt. 
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Übangen zu § 11. 

reihe ergibt, wie för — (1 — cosx)? 

2) Was folgt daraus, daß für — 1 <x < + 1 stets die 
folgende Gleichung richtig ist: 

C0 + C1X + C2X2+... =:do + diX + d2x24-...? 

3) Was folgt daraus, daß für jedes x die folgende 
Gleichung richtig ist: 

= (ao — I)x + (ai-2)x2 + (a^-3)x2 + (a3 — 4)x8+....? 

4) Wenn für unzählig viele Werte von x, einge- 
schlossen, die Gleichung 

1+Ax + Bx2 + Cx3+... =A + Bx + Cx2+... 

richtig ist, was folgt dann über die Koeffizienten A, B, C,...? 

5) Wenn fiir jedes x richtig ist: 

l + aix + a2x2 + a8x8+... =ai +2a2X+3a2x2+ ..., 
welche Werte haben die Koeffizienten a^, a^, ag,....? 

6) Bestimme ao, a^, a^, a^, . . . aus der für x < 1 richtigen 
Gleichung l = (l + 2x + x*) (ao + aiX + a2x2+ ...). 

Bestimme die Koeffizienten in den nachfol-< 
genden Gleichungen, welche für — g<x< +h richtig 
sind, wo g und h positiv sind: 

7) ao + aiX + a2x2+... 

8) l+x = (a^ + aix + a2x2 + a3x8+...)'. 

9) YZL ^ai + 2a2X + 3a3X« + 4a4x8+-.. 

10) Entwickele 3—^ \ — z iii eh^e Potenzreihe und gib 

1 + X + x^ ° 

den Konvergenzbereich der entstandenen Reihe an. 
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11) Entwickele y 1 +x in eine Potenzreihe und gib deren 
Konvergenzbereich an. 



12) Entwickele in eine Potenzreihe. 

o 



§ 12. Die ExponentiaLreihen. 



X . x^ . x^ 



^^'' = ^ + l! + 2! + 3!+- 



Um nach der in § 11 erörterten Methode b* in eine 
Potenzreihe zu verwandeln, setzen wir an: 

b* = ao + %x + agX^-f agx3 + ... 

Da für X = rechts a^, links b® = 1 kommt, so dürfen wir 
von vornherein a^ = 1 setzen. Um nun auch die übrigen 
Koeffizienten zu bestimmen, müssen wir eine fundamentale 
Eigenschaft der Funktion von b* benutzen, wo x variabel, 
b konstant ist. Wir benutzen: 

b^.by = b*+y, 

indem wir zweitens ansetzen: 

by=i + aiy + a^y2 + %y^ + ... 

und die beiden angesetzten Gleichungen multiplizieren. So 
erhält man: 

b^+y==(l + aix + a^x2+...)(l + aiy + a^y« + ...) 

Da nun b^+y gleich der Potenzreihe ist, die aus der zuerst 
angesetzten entsteht, indem man x durch x + y ersetzt, so 
erhält man: 

l + a,(x + y) + a^(x + y)2+a3(x + y)« + ... 
= (1 + aix + a^x« + a^x» + . . .) (1 + aiy + a^y« + a^y» + ... 
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Nim setzen wir den sich links ergebenden Koeffizienten von 
y gleich dem sich rechts ergebenden Koeffizienten von y, 
wodurch wir erhalten: 

% + 2a2X + SagX^ + 4a4X^ + ••• 
=^ai + aiaiX+aia2x2-|-aiagX^ + '»» 

Hier sind zwei nach x entwickelte Potenzreihen einander 
gleich gesetzt. Wir dürfen daher die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von x einander gleich setzen^ und erhalten 
so die folgende Kette von Gleichungen: 

eil ^=^ a« y u a« — a^i ai y o a« — a« a« \ 4 a^ ^^— a^ ao ^ • • • 

Hieraus aber ergibt sich nacheinander: 

a^ a^ a^ a^ 

Setzen wir diese Resultate in die ursprünglich für b* an- 
gesetzte Potenzreihe ein, so erhalten wir: 

Die gefundene Potenzreihe enthält einen Koeffizienten a^, 
dessen Wert noch nicht bestimmt werden konnte. Dies lag 
daran, weil bisher in keiner Weise über die Konstante b 
der entwickelten Funktion b^ etwas ausgesagt ist Um die 
Abhängigkeit des noch zu bestimmenden Koeffizienten a^ von 
der Konstanten b zu finden^ ist es am einfachsten 

a,x = l.d.h.x = l 

zu setzen. Dadurch erhalten wir: 

b"'^ = l + ^ + ^ + ^ + ^ + ^ + ... 

Nun ist aber rechts die Zahl erschienen, die wir im § 9 

als Grenzwert von II H J für unbegrenzt wachsende m 

kennen gelernt haben, und für die der Buchstabe e eingeführt 
ist. Demgemäß erhalten wir: 

b'' = e 
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oder^ durch Logarithmieren : 

— logb = loge 

oder: 

a =^ 
^ löge' 

wobei die Basis^ zu welcher logb und löge gedacht ist, ganz 
beliebig ist, nur daß bei logb und löge eine und dieselbe 
Basis hinzuzudenken ist. 

Wenn wir nun den soeben für a^ gefundenen Ausdruck 
in die oben für b^ gefundene Potenzreihe einsetzen, erhalten 

WUT * 

L)D -■i-f-ijioge"^2!\loge/ ■'"3!\Joge/ ■^4!\loge/ '^•" 
Diese Reihe wird besonders einfach, wenn b = e wird, nämlich: 

Um, ^K UK 

'^)e^ = l + li + 2; + 3j + ^ + ... 

Hieraus ergibt sich für x = 1 wiederum die Reihe, welche 
in § 9 zur Definition von e gedient hat. 

umgekehrt kann man auch die Reihe 1) aus der Reihe 2) 

"IL. 

ableiten. Wenn man nämlich in 2) x* , für x setzt, so 

^ löge 

erhält man rechts dieselbe Potenzreihe wie in 1), links aber 

erhält man: logb 

e löge 

Daß dieser Ausdruck mit b' identisch ist, erkennt man daraus, 
daß die Logarithmierung eine Umkehrung der Potenzierung 
ist. Wenn man nämlich: 

logb 
e*loge^2 

setzt, und beiderseits den Logarithmus für die bei logb und 
löge gedachte Basis nimmt, so erhält man: 

xlogb , , 

_ — 5_ • löge = logz 

oder: , , , 

xlogb = logz, 



§ 12. Die Exponentialreihen. 97 

woraus durch Übergang zur Potenzierung folgt: 

xlogb 



b* = z = e i*>8 



e 



Noch einfacher gestaltet sich der Zusammenhang zwischen 
den Eeihen 1) und 2)^ wenn man die Zahl e selbst als Basis 
der in 1) vorkommenden Logarithmen denkt Dann kommt 
bei 1): 

ö) ^ ^^ 1! ^ 2! ^ 3! ^••' 

Diese Potenzreihe entsteht aber auch aus 2), wenn man 

X logb für X setzt. Um nämUch den Exponenten u zu finden^ 
mit dem e potenziert werden muß, damit b* entsteht, hat 
man nur anzusetzen: 

e'^^b* 

und zur Basis e zu logarithmieren. So kommt: 

u=*xlogb 

oder: b^ = e^'^'»\ 

Weil die Exponentialreihe ebenso wie die im § 13 be- 
handelten logarithmischen Keihen sich besonders einfach ge* 
stalten, wenn die Zahl e Basis der Logarithmen wird, so 
denkt man sich in der höheren Analysis bei den Logarithmen 
ein Logarithmen-System mit der Basis e zu Grunde 
gelegt, und nennt dieses Logarithmen- System natürlich, 
im Gegensatz zu den künstlichen Systemen, unter denen das 
dekadische wegen unsrer auf der Basis Zehn beruhenden 
Zifferschrift am meisten gebräuchlich ist. Daß übrigens die 
Logarithmen eines Systems aus den Logarithmen jedes andern 
Systems hervoi^ehen, indem man sie mit einer und derselben, 
nur von den Basen dieser Systeme abhängigen Zahl mul- 
tipliziert oder dividiert, ist schon in der „Elementaren Arith- 
metik" (Bd. I dieser Sammlung, § 32, Formel VI) gezeigt. 

Es bleibt noch übrig, den Konvergenz-Bereich der oben 
gefimdenen Exponentialreihe 1) festzustellen. Wir wenden 
zu diesem Zweck das Cauchysche Kriterium an (Konvergenz- 
satz IV in § 10). Es ist: 

_ x^ /logb\^ 

Schubert, Niedere Analysis. II. 7 
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also: 



Un + i^ Xlogb 

Un nloge 



Dieser Ausdruck wird aber kleiner als 1^ sobald n größer 

wird als -^-^ — Von einer bestimmten Stelle an ist also 
löge 

die erste Bedingung des Kriteriums für jedes beliebig ge- 
wählte X erfüllt. Aber auch die zweite Bedingung^ wonach 

sein soll, ist erfüllt, weü 

,. X logb 
lun — , ^ 
n=« nloge 

den Grenzwert Null hat. Die Reihe 1), und dadurch auch 
die Reihe 2), konvergiert also unbedingt, d. h. für jeden 
beliebigen positiven Wert von x. Man kann diese 
Reihen auch benutzen, um b* oder e* auf eine bestimmte 
Anzahl von Dezimalstellen zu berechnen, indem man nach- 
einander ihre einzelnen Glieder berechnet, bis diese Glieder 
so klein werden, daß sie vernachlässigt werden können, weil 
sie erst auf weitere Dezimalstellen einen Einfluß auszuüben 
vermögen. Doch wird man finden, daß man um so mehr 
Glieder braucht, je größer x ist und deshalb die Exponential- 
reihen zu einer derartigen Berechnung bei einem großen Werte 
von X schwerlich benutzen kann. Wenn man jedoch x klein 
wählt, etwa gleich 1 oder kleiner als 1, so genügen wenige 
Glieder, um b* oder e* auch vermittelst der oben entwickelten 
Exponentialreihen auszurechnen. Für x = 1 erhält man aus 
2) die schon im § 9 für die Zahl e berechnete Reihe: 

^ + Ä + ^ + ^ + i!+---^ 2,71828182846. 
Setzt man x = j^, so erhält man aus 2): 

eio = yi = 1 + 0,1 + 0,005 + 0,000167 + 0,000004 + . . . 
= 1,105171. 



§ 12. Die Exponentialreihen. 99 

Doch werden die oben entwickelten Exponentialreihen selten 
dazu benutzt; um derartige Berechnungen zu machen. Man 
benutzt sie vielmehr hauptsächlich dazu, um aus der unbe- 
dingt konvergenten Reihe für e'^ deren Koeffizienten-Gesetz 
ja sehr einfach ist, weitere mathematische Erkenntnisse ab- 
zuleiten« 

Wenn man in der Exponentialreihe 2) x durch — x er- 
setzt, so erhält maus 

- 1 _L_ ^^ ^^ _L ^* ^^1 

^ '^^~'' + 2!~3! + 4!~5!+--- 

Da aus dieser Beihe die für e^ hervorgeht^ wenn man statt 
der abwechselnden Vorzeichen lauter positive setzte und da 
die so entstehende Beihe unbedingt konvergent ist^ so muß 
nach Konvergenzsatz III auch die Reihe für e*"^ konvergent 
sein. Demnach können wir sagen^ daß die Exponentialreihe 2) 
den Konvergenzbereich: 

— cx) < x < +00 besitzt. 
Im § 9 fanden wir die Zahl e als den Grenzwert von 



(>+ä 



n 



für unbegrenzt wachsende n. Wenn wir die dort angestellte 
Untersuchung für 

wiederholen, so erhalten wir: 

^ n^ 1-2 n«^ 1.2.3 n» ^ 



= l+x + 



ih'MM){^-'^ 



+t;(-^)('-3('-i)('-s+- 

Wenn also n unbegrenzt wächst, also die in Klammem stehen- 
den Differenzen sämtlich 1 werden^ so ergibt sich: 

7* 
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ta(,+l)"_i+.+|!+i;+i;+... 

Die rechts erhaltene Potenzreihe ist aber die oben für e* ge- 
fundene Poteozreihe. Daher ergibt sich als Verallgemeine- 
rung des im § 9 gefundenen Grenzwerts: 

lim(l+-V=e^. 

Diesen allgemeineren Grenzwert kann man bei der na- 
türlichen Zinseszins-Eechnung benutzen. Schon in der 
Zinseszins-Rechnung ist erwähnt^ daß man, statt sich zu 
denken, daß die Zinsen alle Jahr zum Kapital geschlagen 
werden, sich auch denken kann, daß dies alle Monate^ d. h. 
alle Zwölftel-Jahre, oder alle Tage, d. h. bei jedem 365. bezw. 
366. Teile des Jahres geschieht. Dadurch wird die Zahl m 
der Jahre mit 12 oder 365 bezw. 366 multipliziert. Dafür 
wird aber auch die Prozentzahl p durch eben diese Zahlen 
dividiert. Es wird also z. B., wenn die Zinsen alle Monat 
zum Kapital geschlagen werden, aus 

Wenn man sich nun weiter denkt^ daß die Zinsen in jedem 
noch so kleinen Teilchen des Jahres zum Kapital geschlagen 
werden, so muß man hier n statt 12 sagen und dann n un- 
begrenzt wachsen lassen. Es bekommt dann die Zinseszins- 
formel die folgende Gestalt: 

/, , p:100\°"" 

Wenn man demgemäß bei dem obigen Grenzwert x=*p: 100 
setzt, erhält man: 



lim(l + ^'^r=e--. 



Potenziert man diese Gleichung mit m, und multipliziert dann 
mit a, so erhält man: 

z = a • e°*P-^^^ 
als die Formel für die natürlichen Zinseszinsen. Hier 
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bedeutet a das Anfangskapital^ p die pro Jahr gedachte 
Prozentzahl^ m die Zahl der Jahre^ z die Zahl der Mark, 
zu welcher a Mark in m Jahren bei p Prozent anwachsen^ 

wenn die Zinsen nach je ~ des Jahres zum Kapital geschlagen 

^ . 1 

werden, wenn demgemäß 100 Mark Kapital nach je — des 

Jahres — Mark Zinsen ergeben, und wenn dann n unbegrenzt 

wächst. Beispielsweise wenden wir die soeben abgeleitete 
Formel für die natürUchen Zinseszinsen an, um danach zu 
berechnen, bei wieviel Prozent sich ein Kapital in vierzehn 
Jahren verdoppelt. Wir haben zu setzen: 

z = 2a, m = 14 
und erhalten : 2 = e^^P = ^<» 

oder: log2 = ^-loge 

, 1001og2 _ 30,103 30,103 , ^ 

oder: p- ^^^^^^ ~ 14 • 0,434 ~~ 6,076 ~ ^'^" 

Bei natürlicher Verzinsung verdoppelt sich also ein 
Kapital in 14 Jahren, wenn 4,9 Prozent pro Jahr gerechnet 
werden. 



Übungen zu § 12. 

Entwickele in eine Potenzreihe: 

1) yp [ = b«J ; 2) fb^; 3) /TTF"; 4) (b^)«^; 5) b«^ + <'. 
Berechne auf drei Dezimalstellen: 

6) e^; 7)}^; 8)-; 9)-; 10)-^. 

e e^ ye 

11) Berechne mit Benutzung der dekadischen Loga- 
rithmentafel a) log 10; b) log 10 zur Basis ^e; c) l(^y2. 

Entwickele in eine Potenzreihe: 
12) i (e- + e-); 13) i [(/¥)' + (f^'^]; 14) e«« - e-»«. 



102 



II. Abschnitt. Beihen. 



Wie heißt f fir unbegrenzt wachsende n der Grenz- 
wert von: 

15)(l + D°? 16)(l + ^)°? 17)(l-A)°? I8)(l + A)% 

19) Ein Wald wird gegenwärtig auf 100000 Kubikmeter 
geschätzt. Sein jährlicher Zuwachs beträgt 2^ Prozent. Wie- 
viel Kubikmeter hat er nach 10 Jahren^ wenn nichts abgeholzt 
wird? (Natürliche Verzinsung.) 

20) Wieviel Prozent beträgt die jährliche Zunahme einer 
Bevölkerung, die in 20 Jahren von 40000 Einwohnern auf 
80000 gestiegen ist, wenn die Formel für die natürliche Ver- 
zinsung angewandt wird? 
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X2 . X3 X^ 



I) log(l+x) = M(x-- + --^+...) für x<l; 

a 

n) log(l-x)= M(x + ^* + $ + T*+...) für x.<l; 



x^ x^ 



™) logi^ = 2M(x + ^ + ^+...) für x<l; 



IV) log(y-l-l)— logy = 2M 



+ 



+ 



2y+l • 3 .(27+1)» 



5(2y + l) 

V) 21ogz — log(z + l) — log(z— .1) = 2M 

1 



+ 



+ ... 



3 -(222 — 1)» 
M = log e = 1 : HO = 0,4342945. 



für y>0; 

1 
2z2 — 1 

für z> 1. 



Da log = — oo •wird, so gibt es keine Potenzreihe für 
die Funktion logx. W^ir wollen deshalb die Funktion 
log(l-|-z), die ja für x-=0 selbst zu Null wird, in eine 
Potenzreihe entwickeln. Da für x = auch log(l + x)="0 
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wird, 80 maß der von x freie erste Koeffizient der gesachten 
Potenzreihe NuU sein, und wir können daher ansetzen: 

1) log(l+x) = aiX + a2x2 + a3X»+...., 
also auch: 

2) log(l + y) = %y + a5y« + a,y3+... 

Da nun logp + logq = log(p.q) ist, so erhalten wir: 

3) log(l + x) + log(l+y) = log[l + x + y(l+x)]. 

Nun ist, unserem Ansätze gemäß: 

4) log[l+x + y(l + x)] 

= ai[x + y(l+x)] + a2[x + y(l + x)p 

+ a,[x + y(l+x)]»+... 

+ y[ai(l+x) + 2a,x(l+x) + 3a,x«(l+x) 

+ 4aiX«(l + x)+...] 

+yn .] + y»[-"-] + ---- 

Setzen wir nun in 3) gemäß 1), 2), 4) ein^ so hebt sich 
beiderseits 2i^x + B^x^ + 2L^x^+ ..,, und wir erhalten: 

%y+ 3^7^ + 087^ + •••• 

= y[% + (ai + 2a2)x+(2a2 + 3a3)x2 + (3a3 + 4ajx3+...] 

+ yM---.] + yn--..] + 

Wenn wir nun nach Vorschrift von § 11 den Koeffizienten 
von y links und rechts einander gleichsetzen, so erhalten wir: 

% = % + (%+ 2a2)x + (2aj + 3b^)x^ + (38^ + 4a4)x3 + . . . 
Hiemach mnß nach § 11 sein: 

ai = ai; = ai + 2a2; = 2a^ + 3a3; = 3^3 + 48^; 
0===4a4 + 5a5; = 5a5 + 6a^; u. s. w. 

Daher ergibt sich: 

2a2 = — a^; 083= — 2a2 = +ai; Ab^^= 083 = — a^; 
5a5= — 4a4 = +ai; 6a6 = — 5a5 = — a^; u. s. w. 
oder: 

«2 = — 2^^ »3= +3%; »4= — 4%; ^^o=+^^l U. S.W. 
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Demnach sind alle Koeffizienten von a^ an durch den 
ersten Koeffizienten % ausgedrückt, und wir erhalten: 



5) log(l + x) = ai 



X2 x3 X^ X^ 



Der Koeffizient a^ konnte sich noch nicht ergeben, da 
bisher nichts über die dem Logarithmus zu gründe gelegte 
Basis ausgesagt war. Nehmen wir an, die Basis sei f , so 
ergibt sich, wie a^ von f abhängt, aus dem am Schluß von 
§ 9 gefundenen Grenzwert: 

6) lim — log (1 + x) = log e. 

x=ox 

Wenn wir demgemäß 5) durch x dividieren, und dann 
X unendlich klein werden lassen, erhalten wir: 

7) lim-log(l + x)=»ai. 

x=ox 

Durch Vergleich von 6) und 7) erhält man: 

8) a^ = log e. 
Also erhalten wir schließlich: 



9) log(l+x) = loge 



X2 X^ X* 

X— 2-+3- — j + ... 



Den Koeffizienten log e der gefundenen Potenzreihe 
nennt man den Modulus des zu gründe gelegten Loga- 
rithmen-Systems. Es gilt also der Satz: 

Der Modulus eines Logarithmen-Systems, das 
eine beliebige Basis hat, ist, bezüglich dieser Basis, 
gleich dem Logarithmus der in § 9 ausführlich be- 
handelten Zahl e. 

Der Modulus des auf der Basis Zehn beruhenden deka- 
dischen Logarithmen-Systems, das fast allein im praktischen 
Gebrauch ist, wird mit M bezeichnet. Es ist also: 

M = log 6 = 0,4342945. 

Die Ausrechnung dieser Zahl geschieht im § 14. Da 
es für das Rechnen mit Logarithmen ganz gleichgültig ist, 
welches die zu gründe gelegte Basis ist, so erscheint es am 
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einfachsten^ die Basis so zu wählen^ daß log e, der Koeffizient 
der in 9) rechts stehenden Potenzreihe, gleich 1 wird. Dann 
muß aber f = e sein. Das Logarithmen-System, das die 
Basis e = 2,7182818 hat (vgl. § 9), heißt natürliches, seine 
Logarithmen heißen natürliche Logarithmen (vgl. § 12). 
Mciat man natürliche Logarithmen, so schreibt man ein 
bloßes 1 statt log, also z. B.: 

le=l; l(e2) = 2. 

In der höheren Mathematik treten natürliche Logarithmen 
fast allein auf. Nach diesen Festsetzungen wird aus 9): 

•%r2 ■^S ■%r4: 

10) l(H-x) = x-|- + |--^ + ... 

Der Modulus M des dekadischen Logarithmen-Systems 
kann auch als reziproker Wert von 110 definiert werden. 
Ea ist nämlich, wie schon in der „Elementaren Arithmetik^' 
(§ 32 in Bd I ^eser Sammlung) hervorgehoben ist, allgemein: 

, b log p 

logb 
Denn, setzt man: 

x = logp, 
so ist dies gleichbedeutend mit: 

oder, beiderseits nach der Basis c logarithmiert: 

c c 

x.logb==logp, 
oder: 

logb 
Setzt man nun hier c = p = e imd b = 10, so erhält man: 

loge = M = i^ = J^. 

log 10 ^ ^^ 

Es bleibt übrig, den Konvergenzbereich der in 9) ge- 
fundenen Potenzreihe festzustellen. Dieselbe enthält ab- 
wechselnde Vorzeichen, und es ist: 
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Un+1 = 



n + 1 



u, 



Da nun — 7-:r für x> n größer als — wird, und nur 



n+ 1 



n 



für x<l immer kleiner als — bleibt, und da auch: 

n 

x** . = 

lim — = wird, falls x < 1 ist, 
n=ao n 



so ist die Reihe: 



■2 



8 



1 



X* 

— + .... 



immer konvergent, faUs x < 1 ist. Für x = 1 erhöt man z. B.: 

12-1-i + i-i + l 
^"^"^ 2+3 4+5-"* 

Wenn wir in 9) x in — x verwandeln, erhalten wir: 



oder: 

11) 



log (l — x) = löge 



log (1 — x) = — log e 



X» 1 

3 ••■]' 



X« . X« 



^ + i+¥+'"]- 



Daß diese Reihe für x = 1 nicht konvergiert, haben 
wir schon in § 10 eingesehen, wo gezeigt ist, daß: 

größer wird, als jede noch so große ZahL Dass sie aber 
für x<l konvergiert, folgt aus dem Cauchyschen Kon- 
vergenz-Kjiterium. Denn: 

i'^+i.n n 1 



Un (n+l).x' 



= X 



n + 1 



= X 



'+i' 



also ist _B±i faUg x<l ist, immer <1 und auch: 
u„ 
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liinl^?^±l<l für x<l. 



n = ao 



Wir können jetzt den Konvergenzbereich der Reihe 11) 
mit dem der Beihe 9) vereinigen^ indem wir sagen, daß die 
Reihe 9) 



log(l+x) = loge 



X2 X3 1 



den Konvergenzbereieh: 



hat. 



— I<x<+1 



Wenn man mit Hilfe der Reihe in 9) etwa 1 2 auf nur 
fünf Dezimalstellen berechnen wollte , würde man eine un- 
geheuer große Anzahl von Gliedern brauchen , oder, wie 
man auch sagt, die Reihe in 9) konvergiert sehr langsam, 
um schneller konvergierende Reihen zu erhalten , als die 
Reihen 9), 10) und 11), subtrahieren wir zunächst 11) von 9), 
wodurch wir, da loga — logb = log(a:b) ist, zunächst er- 
halten: 



12) 



,/ 1 +x _,f 
log ^|— -^ = 2 log e 



x^ x^ 



Wenn man in dieser Gleichung x in — x verwandelt, 
so kommt links und rechts das Negative, so daß es gleich- 
gültig ist, ob wir sagen, die Reihe 12) konvergiert in dem 
Bereiche — 1 < x < + 1 oder, ob wir sagen, sie konvergiert 
in dem Bereiche < x < + 1. 

Auch die Reihe 12) konvergiert noch zu langsam, um 
för die praktische Ausrechnung der Mantissen von Loga- 
rithmen verwandt zu werden. Eine besser konvergierende 
Reihe erhalten wir, wenn wir 

1__ 

""""27+1 

setzen. Dann wird: 

1 + x (2y + 2);(2y + l) 2y + 2 y + 1. 
1-x (2y):(2y + l) 2y y ' 

also entsteht aus 12): 



13) log ^-^ = 2 löge 



+ 



L2y + 1 ' 3.(2y+l)'' 



+ 
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Da für X = y = oo wird und ffir x = 1 y = wird, so 
konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von 13) für 
jedes positive y. 

Aus 13) folgt: 



14) log(y + l) = l<Jgy + 21oge 



+ 



L2y + 1 ' 3.(2y + l)ä 



+ 



• ••ja 



Diese Gleichung zeigt, wie man, wenn man den Loga- 
rithmus einer beliebigen positiven Zahl kennt, den Loga- 
rithmus der um 1 größeren Zahl finden kann, falls man den 
Modulus des zu gründe gelegten Logarithmen-Systems kennt. 
Beispielsweise ist im natürlichen L<^arithmen-System, dessen 
Modulus 1 ist: 

1.1 



13 = 12 + 2 



^+-^ + 



5-55 



+ ... 



femer: 



19 = 18 + 2 



UJ...+-. 



oder: 



213 = 312 + 2 



17 ' 3-17» ' 5.17» 
1 1 



+ ... 



1 + 



+ 



17 ' 3-17» ' 5-175 



s + • •• 



Aus den beiden soeben für 1 3 und für 213 gefundenen 
Reihen folgt durch Elimination von 13: 



15) 



12 = 4 



+ 



+ 



L5 '3.58 ' 5.5* 



+ ... 



1 



+ ; 



+ 



17 ' 3-178 ' 5.175 



+ ... 



Mit Hilfe dieser Gleichung 15) kann man 12 bequemer 
finden, als mit Hilfe der schon oben für 12 gefundenen 
Reihe, da man, um etwa fünf richtige Dezimalstellen für 
12 zu erzielen, weniger Glieder der beiden in 15) vor- 
kommenden Reihen braucht, als die Zahl der Glieder ist, 
die man braucht, um aus der schon weiter oben gefundenen 
Reihe 1 2 auch auf fünf Dezimalstellen zu berechnen. 

In § 14 ist ein Weg aneegebeu, um auf mindestens 
fünf Dezimalstellen die Logarithmen aller ganzen Zahlen zu 
finden, indem bei den vorkommenden Reihen immer nur das 
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allererste Glied berücksichtigt zu werden braucht, weil schon 
das zweite Glied so klein wird, daß seine Berücksichtigung 
auf die ersten fünf Dezimalstellen gar keinen Einfluß aus- 
üben kann. Nur sind dort nicht die natürlichen^ sondern 
die dekadischen Logarithmen berechnet, weil die im prak- 
tischen Gebrauch befindlichen Tafeln nur die dekadischen 
Logarithmen enthalten. Wie schon oben gezeigt ist, läßt 
sich auch der natürliche Logarithmus einer beliebigen Zahl 
aus dem dekadischen dadurch berechnen^ daß man durch 

log e = M = 0,4342945 
dividiert, oder, was dasselbe ist, mit 

1 10 = ^ = 2,3025851 
M ' 

multipliziert. Bei der in § 14 erörterten Berechnung der 
Logarithmen muß daher der Modulus M des dekadischen 
Systems als noch imbekannt betrachtet werden. 

Wenn man in 14) y = zP — 1 setzt, so erhält man: 



ff f 

16) p.logz = log(zP — l)+21oge 



L2zP— 1 ' 3(2zP— 1)3 



+... 



Beispielsweise verknüpft die Gleichung 15) die Werte 
zweier dekadischer Logarithmen mit dem Werte des Mo- 
dulus M. Wir nehmen als Beispiel f=10, z=5, p = 4 und 
erhalten: 

11 



4-log5 = log624 + 2M 



1249 "^ 3 . 1249» "^ • * 



oder: 



4(logl0-log2) = (log2*.3.13) + 2M[^249 + - 

oder: 

1 



4 — 4log2 = 41og2 + log3 + logl3 + 2M 
oder: 



logl3 = 4-81og2-log3-2M[^249 + 3: 



L1249 
1 



+ 



1249* 



+ ... 



Aus dieser Gleichung kann man log 13 leicht aus- 
redmen, wenn log 2, log 3 und M schon berechnet vorliegen. 
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Beschrankt man sich auf fünf Dezimalstellen, so braucht man 
von der Potenzreihe nur das erste Glied zu berücksichtigen. 

Denn, da 10^>9^ = 3>e ist, so ist log (lO^)> lege, 
oder: 

M = loge<2 log 10 = 2.1 = -; 

also: 

2M 1 1 

3. 12493 "^3 . 1249« "^3 • 1000»' 
Demnach ist: 

Iogl3 = 4-81og2-log3-^ 

eine Gleichung, die bis auf neun Dezimalstellen richtig bleibt 

Insbesondere werden wir in § 14 von der Formel Ge- 
brauch machen, die aus 15 hervorgeht, wenn man die Basis 
f=10 und den Exponenten p = 2 setzt. Dadurch kommt: 

1 + \ + 



21ogz = log(z2 — 1) + 2M 

oder: 

1_ \. . _. 1 

■ 1 • • • 



L2z2 — 1 • 3.(2z2 — 1)3 

1 



17) logz = llog(z+l) + |-log(z-l)+M 



L2z2— 1 



Diese Gleichung bietet nämlich zwei Vorteile dar. 
Erstens: sie verbindet die Logarithmen dreier aufeinander- 
folgender Zahlen, stellt also z. B. den Logarithmus einer 
Primzahl in seiner Abhängigkeit von den Logarithmen der 
beiden benachbarten zusammengesetzten Zahlen dar. Zweitens: 
Von der in 16) vorkommenden Reihe braucht bei einer Be- 
rechnung fünfstelliger Logarithmen nur das allererste Glied 
berücksichtigt zu werden, falls z> 10 ist, also mehr als eine 
Ziffer hat, denn es ist: 

M 1 

< 



3.(2.102 — 1)3 ^107 



Mit Benutzung der in der Überschrift mit I) bezeich- 
neten kann man auch das schon in der „Elementaren Arith- 
metik*' (Band I dieser Sammlung) in § 32 mitgeteilte, aber 
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dort nicht bewiesene Verfahren der Interpolation be- 
weisen. Setzt man nämlich in I) x»—^ so erhält man: 



log (z + 1) — log z = M 



1 
z 



' + ' 



2z2 ' 3z8 



Die in der eckigen Klammer stehende Reihe ist für 
z > 1 konvergent, weil es I ist, wenn x < ist. Ebenso er- 
halten wir, wenn wir unter d eine der einzifi&igen Zahlen 
von 1 bis 9 verstehen: 



log^z + Y^j — logz=:M 



d2 



10z 2.(10z)2 



+ 



.,.] 



Wenn nun z gegenüber der Zahl 1 oder gegenüber dem 

echten Bruche — so groß ist, daß ^-^ ohne merklichen 

Fehler als verschwindend klein angesehen werden kann, so 
erhalten wir aus unseren beiden Gleichungen: 



log (z + 1) — logz = M • — 

z 



und: 



log^z + ^j — log z =M. 



d 1 



10/ ^ 10 z 

Aus beiden folgt durch Division: 

log(z+l) — logz 



iog(z + Yö)""^^^ 



10 
d^ 



oder: 



z + jq] = logz + jQ [log (z + 1) — logz . 

Man findet Mennit z. B. den Logarithmus einer Zahl, 
die m. 4 gräfier is, d, »ne vierziftige Zdd ., M» m.n 
deren Logarithmus vom Logarithmus der um 1 größeren 
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vierziffrigen Zahl subtrahiert^ und die erhaltene Differenz mit 
zr^ multipliziert^ wo d eine der einziffiigen Zahlen von 
1 bis 9 ist 



Übungen zu § 13. 

1) Beweise den Satz: Die Moduli zweier Logarithmen- 
Systeme verhalten sich umgekehrt wie die bezüglich irgend 
einer Basis berechneten L(^arithmen der den Systemen zu 
gründe gelegten Basen. 

Bestimme mit Benutzung der dekadischen Lo- 
garithmentafel die Moduli der Systeme^ welche zu 
den folgenden Basen gehören (e = 2,71828): 

2) 10; 3) /lO ; 4) e^; 5) p 6) 12; 7) 2; 8) 3^. 

Bestimme durch die Reihe 9)^ mit welcher Reihe 

M = log e = 0,43429 zu multiplizieren ist, um den 
dekadischenLogarithmus jeder der folgenden Zahlen 
zu ergeben: 

9) log 11; 10) log 101; 11) log j; 12) log ^- 
13) Beweise durch Formel 10, daß 111 — HO zwischen 
' und l« B^„d.. 



10 200 

14) Wie heißt die Reihe, mit welcher — M« — 0,43429 
zu multiplizieren ist, um den dekadischen Logarithmus von 

log — zu ergeben. 

15) Drücke mit Benutzimg der im Text mit 14) be- 
zeichneten Gleichung log 31 = — log 9j aus. 

16) Beweise: 

5^3-58^ J ''Ll7^3.1 

17) Berechne 1 3 durch Nr. 16) auf drei DezimalsteUen. 

18) Mao benutze die Gleichung 14) des Textes, um 



13 = 6 
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drei Gleichungen zwischen log 2, log 3 und M aufzustellen^ 
indem man y=^15, =24, =80 setzt. 

19) Benutze 18), um log 2, log 3 imd M auf drei Stellen 
zu berechnen. 

20) Setze m Nr. 16 des Textes z = 3, p = 5, f=10. 

21) Benutze die in 20) gefundene Gleichung, um log 11 
durch log 2, log 3 und M auszudrücken. 

22) Man benutze Nr. 17) des Textes, um log 41 durch 
log 2, log 3 und M auszudrücken, indem man z = 81 setzt* 

23) Wenn d und g gegenüber z klein sind, so verhält 
sich log (z + —1 — log z zu log (z + jzA — logz wie d zu g. 

Beweise dies. 

24) Die Unterschiede zweier Paare von Logarithmen 
verhalten sich wie die Unterschiede der zugehörigen Zahlen 
selbst, falls die Unterschiede gegenüber den Zahlen klein 
sind. Beweise dies. 



§14. Die Berechnmig der dekadischen Logarithmen.'*') 

Was die Berechnung der dekadischen Logarithmen an- 
betriffik, so geht schon aus § 32 des I. Bandes dieser Sammlung 
hervor, daß die Logarithmen von zwei Zahlen, bei denen das 
Verhältnis eine Potenz von Zehn ist, deren Exponent ganz- 
zahlig ist, sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden können, 
so daß die Bekanntschaft mit den Mantissen aller vier- 
ziffrigen Zahlen ausreicht, um nicht allein die Logarithmen 
aller höchstens vierziffrigen Zahlen finden zu können, 
sondern auch erstens, um die Logarithmen aller Zahlen oder 
Dezimalbrüche kennen zu lernen, welche aus vierziffrigen 
Zahlen durch Multiplikation oder Division mit einer Potenz 



♦) Die vom Verfasser herausgegebenen fünfstelligen Tafeln 
(Teubner, 1897) und vierstelligen Tafeln (Leipzig, Göschen, 1898) 
unterscheiden sich von den meisten der sonst gebräuchlichen 
Logarithmentafeln, indem in ihnen auch die Antilogarithmen ta- 
bellarisch zusammengestellt sind, also die Aufsuchung des Nu- 
merus zu einem gegebenen Logarithmus in derselben Weise ge- 
schehen kann, wie die Aufsuchung des Logarithmus zu einer ge- 
gebenen Zahl. 

Schubert, Niedere Analysia. II. 8 
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von Zehn hervorgehen können, zweitens auch, um ffir den 
Logarithmus einer Zahl oder eines Dezimalbruches, der auf 
diese Weise aus einer Zahl mit mehr als vier Ziffern hei^ 
vorgeht, eine obere und eine untere Grenze zu finden, um 
auch den Einfluß einer fönften und sechsten von Null ver- 
schiedenen Ziffer auf die letzten Dezimalstellen der ge- 
fundenen Mantisse berechnen zu können, dient das Verfahren 
der Interpolation, das schon am Schluß von § 13 er- 
örtert ist. Die meisten der gegenwärtig gebräuchlichen Lo- 
garithmentafeln (vgl. § 32 von Band I) enthalten deshalb 
eine geordnete Zusammenstellung der Mantissen aller vier- 
ziffingen Zahlen,*) und zwar sind diese Mantissen auf fünf 
Dezimalstellen angegeben, was vollkommen ausreicht, um 
durch Interpolation die fünfstelligen Mantissen auch aller 
solcher Zahlen zu gemnnen, die entweder fSnfeiffrig sind 
oder aus fOnfziffri^ten Zahlen durch Multiplikation oder Division 
mit einer Pote^ von Zehn hervorgehen können. Es ist 
jedoch durchaus nicht nötig, den Logarithmus jeder einzelnen 
vierziffrigen Zahl mit Hilfe der in § 13 angegebenen Reihen 
zu berechnen. Da jede zusammengesetzte Zahl ein Produkt 
von Potenzen von Primzahlen ist, und 

log (2« . 3/^ . 5^ . 7^ . .) = a . log 2 + ß . log 3 
+ Y • log 5 + S • log 7 + . . . 

ist, so erscheint der Logarithmus jeder zusammengesetzten 
Zahl als Summe von Vielfachen der Logarithmen kleinerer 
Primzahlen, so daß die in § 13 entwickelten Reihen nur 
angewandt zu werden brauchen, um die Logarithmen der 
Primzahlen zu gewinnen. Aber auch diese brauchen nicht 
sämtlich direkt berechnet zu werden, da man die Loga- 
rithmen größerer Primzahlen aus den Logarithmen von zu- 
sammengesetzten Zahlen gewmnen kann. Wenn beispiels- 
weise log 683 berechnet werden soll, so beachte man, daJß 
3 • 683 = 2049 zwischen 2048 = 2^^ und 2050 =50-41 liegt. 

Also setze man an: 

log 2048 = 11 . log 2 = 3,31133 
lind andrerseits: 

log 2050 = log 2 + 2 log 5 + log 41 = 3,31175. 
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Dann ist: 
log 2049 - log 3 + log 683 = 3,31133 + 3^31^75 ~ 3,31133 

== 3,31154. 
Demnach ist: 

log 683 = 3,31164 — 0,47712 == 2,83442. 

Es reicht vollkommen aus, wenn man durch Beihen- 
entwickelung die Logarithmen nur von den kleinen Prim- 
zahlen, etwa derer, die kleiner als hundert sind, berechnet. 
Dann kann man auf leichte Weise die Logarithmen aller 
zusammengesetzten Zahlen finden, die höchstens vierziffrig 
sind, und aus ihnen dann die Logarithmen aller drei- und 
vierziffirigen Primzahlen durch Interpolation gewinnen. 
Für die Berechnung durch Reihen erweist sich die in § 13 
entwickelte Formel: 

1) 21ogu = log(u-l) + log(u + l) 

+ 2M 



1 + 1 + 1 + 



L2u2 — 1 ' 3-(2u2 — l)8 • 5.(2u2 — 1)5 

als besonders brauchbar, weil es sich durch diese so ein- 
richten läßt, daß man von der in der eckigen Klammer 
stehenden Reihen-Entwickelung immer nur das erste Glied 
braucht. Wenn nämlich 2u2 — 1 eine vierziffrige Zahl 
ist, so ist: 

2u2 — 1>103, 



also: 
daher: 



3-(2u2 — 1)3>3-10», 

1 1 

< 



3. (2u2 — 1)3^3-10»' 

d. h. schon das zweite Glied der Reihe wird so klein, daß 
dasselbe immer vernachlässigt werden kann, selbst wenn man 
acht Dezimalstellen der gesuchten Mantisse haben will, um 
aber zu erreichen, daß 2u2— 1 eine vierziffrige Zahl werde, 
braucht ja u nur größer als 22 zu sein. Wenn also M, der 
Modulus des dekadischen Logarithmen-Systems, sowie die 
Logarithmen der Primzahlen, die <22 sind, berechnet vor- 
liegen, kann man die Logarithmen der größeren Primzahlen 
ohne weiteres aus der obigen Formel entnehmen, z. B.: 

8* 
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21og23 = (iog2 + logll) + (31og2 + log3)+2M.j^; 

2log29 = (21og2 + log7) + (l + log3) + 2M.^^gj; 

u. s. w. 

Es handelt sich also nur noch um die Berechnung des 
Modulus M und der Logarithmen der 7 Primzahlen: 

2, 3, 7, 11, 13, 17, 19, 

wo 5 fortgelassen werden konnte, weü 

Iog5 = logl0 — log2 = l — log2 

ist. Auch hierfür kann die obige Formel so angewandt 
werden, daß man lediglich das allererste Glied der Reihe zu 
berechnen braucht, weil die Formel die Logarithmen von 
drei aufeinanderfolgenden Zahlen miteinander verbindet, 
nämlich: 

log (u — 1), log u, log (u + 1) 

und man immer drei aufeinanderfolgende Zahlen finden kann, 
welche bei Festhaltung der Beihenfolge von den kleineren 
zu den größeren Zahlen, außer den Primfaktoren 2 und 3 
nur noch eine einzige, noch nicht berücksichtigte Primzahl 
als Faktor enthalten. Man wird nämlich etwa finden: 

log 7 aus dem Tripel 48, 49, 50; 



dann: 


,, 11 


yy 


yy 


>^ 


98, 99, 100; 


dann: 


„ 13 


y^ 


>» 


yy 


63, 64, 65; 


dann: 


« 17 


1» 


>» 


yy 


34, 35, 36; 


dann: 


„ 19 


?' 


fi 


yy 


75, 76, 77; 


dann: 


„23 


j» 


U. S. 


W- 


68, 69, 70 



Die Anwendang der obigen Formel auf diese Tripel 
ergibt der Beihe nach: 

4log7 = (4log2-i-log3) + (2-log2) + ^g^; 

21ogll + 41(^3 = (21og7 + log2) + 2 + ^|^; 

121og2-(21og3 + log7) + (l-log2 + logl3) + ^; 
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21og7 + 2 — 21og2 = (log2 + logl7) + (21og2 + 21og3) 

2M 
"*" 2449 ^ 

21ogl9 + 4log2 = (log3 + 2 — 21og2) + (log'7 + logll) 

2M 

"^ 11551 ' 

2M 

2log23 + 21og3 = (21og2 + logl7) + (l + log7) + g^. 

Hiermit ist das Problem der Berechnung der Loga- 
rithmen aller fünfziffrigen Zahlen und dadurch auch aller 
Zahlen unter 100000 auf das Problem reduziert, 

den Modulus M sowie log 2 und log 3 

zu berechnen. Für diese drei Unbekannten stellen wir des- 
halb drei voneinander unabhängige Gleichungen auf, und 
zwar dergestalt, daß es wieder hinreicht, wenn von den vor- 
kommenden Reihen nur das erste Glied genommen zu werden 
braucht, weU dasselbe der reziproke Wert einer vierzifirigen 
Zahl z ist, und deshalb schon das zweite Glied 

1 
3.z3 

vernachlässigt werden darf, selbst wenn man acht richtige 
Dezimalstellen haben will. Der Kürze wegen setzen wir: 



(z)für 2M 



Lz + 3.z8^"- 



so daß, wenn z eine vierziSrige Zahl ist und nicht mehr als 
acht Dezimalstellen berechnet werden sollen, 

(z) mit 

^ z 

identifiziert werden darf. 

Um die erste der gesuchten drei Gleichungen zu er- 
halten, leiten wir durch die Formeln des § 13 zwei Glei- 
chungen ab, welche M, log 2, log 3 und log 41 miteinander 
verbinden. Es ist nämlich: 

1024 = 210 und 1025 = 52 . 41 = 10^ . 41 : 2^ 
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und deshalb wegen der in § 13 mit Nr. 14) bezeichneten 
Reihe: 

2) log 41 + 2 — 21og2 — 101og2 = (2049). 

Ferner erhält man, da 80 = 2» • 10, 81 = 3*, 82 = 2 • 41 
ist, durch unsere Formel 1): 

3) 81og3 — (3iog2 + l) — (log2 + log41) = (13121). 

Aus 2) und 3) folgt durch Elimination von log 41 die 
erste der gesuchten drei Gleichungen, nämlich: 

I) 8 log 3 — 16 log 2 + 1 = (2049) + (13121). 

Zugleich erhalten wir: 

4) log 41 = 8 log 3 — 4 log 2 — 1 — (13121). 

Um die zweite der drei Gleichungen zu erhalten, be- 
achten wir zuerst, daß 24 = 2^ . 3, 25 = 10« : 2«, 26 = 2 • 13 
ist, und erhalten aus Formel 1): 

5) 4 — 41og2 — (31og2 + log3) — (log2 + logl3) = (1249). 

Ebenso erhalten wir aus dem Tripel 25, 26, 27: 

6) 21ogl3 + 21og2 — (2 — 21og2) — 31og3 = (1351). 

Aus 5) und 6) folgt nun durch Elimination von log 13 
die gesuchte zweite Gleichung: 

H) 6 — 12 log 2 — 5 log 3 =- (1351) + 2 • (1249). 

Femer erhalten wir nebenbei: 

7) log 13 = 4 — 8 log 2 — log 3 — (1249). 

Um die dritte der drei Gleichungen zu erhalten, wenden 
wir zuerst Formel 1) auf das Tripel 48, 49, 50 an, wodurch 
wir erhalten: 

8) 41og7 — (4log2 + log3) — (2— log2) = (4801). 
Ebenso erhalten wir für das Tripel 63, 64, 65: 

9) 121og2 — (21og3 + log7) — (1 — log2 + logl3) = (8191). 

Wenn man aus 8) und 9) log? eliminiert, und den in 
7) erhaltenen Ausdruck für log 13 substituiert, erhält man 
die dritte der gesuchten drei Gleichungen, nämlich: 
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in) 81 log 2 — 5 log 3 — 22 = (4801) + 4 • (8191) — 4 • (1249). 

Die gewonnenen drei Gleichungen^ nämlich: 

I) 8log3 — 16iog2 + l = (2049) + (13121); 
H) — 5log3 — r2log2 + 6 = (1351) + 2.(1249); 
rH) +51og3 — 811og2 + 22 = 4. (1249)— (4801)— 4.(8191) 

bestehen zwischen den drei Unbekannten log 2, log 3 und 
dem Modulüs M. Eliminiert man zunächst log 3, so er- 
hält man: 

r— 93 .log2 + 28 =6 . (1249) +(1351) -(4801) -4 (8191) 
10) i— 176. log 2 + 53 = 16. (1249) + 8. (1351) + 5. (2049) 
l + 5 . (13121) 

als ein System von zwei Gleichungen zwischen log 2 und M. 
Die in Klammem gesetzten Zahlen bedeuten aber nach dem 
Obigen die Produkte von 2 M mit Potenzreihen von der Form: 

a^3.a8^5.a5^*"' 

wo a die in Klammer gesetzte Zahl ist Wie schon oben 
erörtert ist^ kann jede solche Reihe durch ihr erstes Glied 
ersetzt werden, falls man sich auf eine Genauigkeit von sieben 
bis acht Dezimalstellen beschränkt. Durch Division der beiden 
Gleichungen in 10) eliminiert man 2M und erhalt 1(^2 als 
einen Bruch, in dessen Zähler und in dessen Nenner je eine 
Summe von sechs Brüchen steht, nämlich: 

130 , 171 , 140 , 53 , 212 , 140 



1249 '1351 ' 2049 ' 4801 ' 8191 ' 13121 
11) ^og '^ - 432 568 465 176 704 465 

1249 "*" 1351 "^ 2049 "^ 4801 "*" 8191 "^ 13121 

Die Berechnung in Dezimalbruchform gestaltet sich nun 
folgendermaßen : 



= 0,10408327 



1249 

171 

1351 

140 

2049 



= 0,12657291 
= 0,06832601 



4.^2 

^ = 0.3458767.0 

^ = 0,42042931 

^ = 0,22693997 
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176 



^ = 0,01103937 
212 



8191 
140 



13121 



= 0,02588207 



= 0,01066992 



4801 
704 
8191 
465 



13121 



= 0,03665903 
= 0,08594799 



= 0,03543936, 



wo die achte Dezimalstelle unterstriclieii ist, wenn bei ihr 
eine Erhöhiuig stattgefunden hat. Durch Addition der 
sechs Bräche des Zählers und der sechs Bräche des Nenners 
erhalt man: 

welcher Dezimalbmch sicherUch auf sieben DezimakteUen 
genau ist. Hiemach findet man nun aus 10): 

M = 0,43429, 

und dann aus I, 11 oder lU: 

log 3 = 0,477 1213. 

Hiemach ist es nun, nach den obigen Erörterungen^ 
sehr leicht, zunächst die Logarithmen aller zweiziffiigen Prim- 
zahlen zu berechnen, darauf die aller drei- und vierziffrigen 
zusammengesetzten Zahlen, und endlich durch Interpolation 
auch die aller größeren Primzahlen. 



Übungen zu § 14. 

Jemand kennt die Logarithmen von 2, 3 und 5. 
Wie kann er die Logarithmen der folgenden Zahlen 
berechnen: 

1) 108? 2) 250? 3) 784? 4) 720? 5) 729? 6) 3072? 

Wende die Formel 1) des Textes an, um die Lo- 
garithmen der folgenden Primzahlen durch die Lo- 
garithmen der beiden ihnen benachbarten ganzen 
Zahlen auszudrücken: 

7) 29; 8) 37; 9) 43; 10) 89; 11) 101; 12) 239; 
13) 65337. 



% Ib. Der binomische Lehrsatz für beliebige reelle Exp 

14) Beweise^ daß fOr jedes zweizifiiige 
GAied der in Formel 1) des Textes stehenden 
kleiner als der 120000. TeU von 1 wird. 

Wenn der Modulus M auf fünf und di 
men der Zahlen 2, 3 und 7 auf sieben 
rechnet vorliegen, so können die Logai 
größeren Primzahlen aus Tripeln aufeina 
der Zahlen auf mindestens sechs Stelle: 
werden. Gib solche Tripel an, falls berecl 
soll: 

15) log 11; 16) log 13; 17) log 17; 18) log] 

20) Stelle ein System von drei Gleichun 
drei Unbekamiten log 2, log 3 imd M zusamm^ 
lieber Weise, wie das im Texte, gebildet isl 
diesem verschieden ist, und zwar derartig, da 
erste Glied der Reihe 1) des Textes ausreicht. 
drei Unbekannten auf mindestens 5 Stellen zi 



§ 15. Der binomische Lehrsatz fftr belle 

Exponenten. 

m(m-j)(m--2)(m-3)^^,_^ ^^^ 

1 • 2 • o • 4 

auch wenn m keine positive ganze Zahl, senden 
oder negative, rationale oder irrationale 



Im ersten Teil dieser „Niederen Analysis^ 
m-te Potenz einer zweigliedrigen Sunune für i 
ni eine positive ganze Zahl ist, in eine Sumn 
Addenden verwandelt. Hier soU die Entwickel 
Potenz einer zweigliedrigen Summe dahin v 
werden, daß m eine ganz beliebige reelle Zahl 
sich dann aber eine Summe von unzählig vi 
die eine Potenzreihe darstellt, wenn die zweigli 
1 + X ist. Aus der Entwickelung von (1 + s 
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aber auch die von (a + b)"^ erschließen^ dadurch, daß man 

X = — setzt, und dann die Gleichung beiderseits mit a™ mul- 
a 

tipliziert. 

Um (1 + x)™, wo m beliebig ist, in eine Potenzreihe zu 
entwickeln, benutzen wir die im § 11 besprochene Methode 
der zu bestimmenden Koeffizienten. Zu diesem Zweck setzen 
wir an: 

( 1 + x)"» = ao + ai X + a2 X 2 + ag X 3 + , . , 

Zunächst setzen wir x = 0, woraus wir erhalten, daß 

l=ao 

ist. Es ergibt sich dann durch Transponieren und Division 
durch x: 

(I+X)'"— 1 _ ^ . 2. 

— ^ -\- ^X -^ Q^X -f-... 

Wenn wir nun x sich der Null nähern lassen, erhalten wir 
rechts % als Grenzwert, links aber den im § 4 unter Nr. 2 
behandelten Grenzwert, der dort für den allgemeinen Fall 
abgeleitet ist, daß m eine ganz beliebige reelle Zahl ist. Da 
der Grenzwert gleich m ist, so dürfen wir den Koeffizienten 
% durch m ersetzen. Hiemach lautet unser Ansatz jetzt: 

(1 +x)°'= 1 + mx + a2x2 + a3x3 + a4X* + ... 

Wir benutzen jetzt die Potenzregel, wonach a"^« b™ = (a • b)™ 
ist, indem wir zweitens ansetzen: 

die beiden Gleichungen miteinander multiplizieren und links 
die Potenzreihe ffir 

[(l + x)(l+y)]-=[l+x + y(l+xr 
ansetzen. So kommt: 
l+m[x+y(l+x)] + a,[x + y(l + x)p + a3[x + y(l+x)P+... 

= (l+mx + a2x2 + a3x8 + ...)(l + my + a2y2 + a3y8-h...) 

Auf die einzelnen Glieder der linken Seite wenden wir nun 
den schon im ersten Teile der „Niederen Analysis^^ (§ 5) für 
positiv-ganzzahlige Exponenten bewiesenen binoLschlx Zehi^ 
satz an und ordnen rechts und links nach steigenden Potenzen 
von y. Dadurch erhalten wir: 
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[ 1 + m X + a^ X 2 + ag X 3 + . . .] 
+ y[m(l+x)+a,.2x(l+x)+a3.3x2(l+x)+a4.4x3(l+x)+..] 

+yn- .] 

= [l + mx + 83x2 + 83x8 + ...] 

+ y [m + ni*x + ma^x^ + mag x^ + ma4X* + • • •] 

+yM •] 

In diesen beiden nach aufistei^nden Potenzen von y 
fortochreitenden Potenzreihen durfen^r jetet die Koeffizienten 
gleich hoher Potenzen von y einander gleich setzen. Jeder 
dieser Koeffizienten wird aber selbst zu einer nach steigen- 
den Potenzen von x fortschreitenden Potenzreihe. Die von 
y freien Koeffizienten sind identisch^ nicht aber die links 
und rechts erscheinenden Koeffizienten der ersten Potenz 
von y. Setzen wir diese beiden Koeffizienten einander gleich^ 
so erhalten wir: 

m(l+x)+a2.2x(l+x)+a3.3x2(l+x)+a4.4x8(l+x)+... 
= m + m2x + ma2x2-|-ma3X* + ma4X*+ ... 

oder^ wenn wir links die Klammem auflösen und dann nach 
steigenden Potenzen von x ordnen: 

m + (m+2a,)x + (2a^ + 3a3)x2 + (3a3 + 4ajx» 

+ (4a4 + 5a5)x* + ... 
= m + m^x + m a2 x2 -1- mag x^ + ma^ x* + • • • 

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von X erhält man nun die folgende Kette von Gleichungen: 

m = m 

m+2a2=«m2 

2a2 + 3a3=-ma2 

Sag + 4a4 = mag 

4a4 + 5a5 =^ma4 



Aus dieser Gleichungskette aber folgt nacheinander: 

m (m — 1) 
2% = m(m — 1) oder a^ = — t-Tö — ' 
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m(m— l)(in— 2) 



3a3 = a2(in— 2) = 



1.2 



4a. = .,(M-3)- '°'°-^)/"-f'°-^> 

, mfm — l)(m— 2)(m— 3) 
""^^^ ** = TT2T3TI 

Dann folgen die Resultate: 

m(m — l)(m— 2)(m — 3)(m — 4) , 
^■^ 1.2.3.4.5 ' 

m(m — 1) (m — 2) (m — 4) (m — 5) 



1.2.3.4.5.6 

u. s. w. 

Hiermit wäre die in der Überschrift genannte Gleichung 
bewiesen, freilich nur für solche Werte von x, bei denen 
die Potenzreihe, die die rechte Seite bildet, sich als konver- 
gent erweist Da bei beliebig gedachtem m die Auffindung 
des Konvergenz-Bereichs die Unterscheidung verschiedener 
Fälle nötig macht und deshalb kompliziert wird, so ziehen 
wir es vor, die Konvergenz in jedem einzelnen Falle nach- 
zuweisen, der sich ergibt, wenn wir für m spezielle Zahlen 
einsetzen. 

1) Für m = — 2 und negative x ergibt sich: 

= 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + 5x* — . . . 

Diese im § 11 schon als Beispiel behandelte Beihe ist dort 
als für x<l konvergent bewiesen. Ebenso ist konvergent 
die Reihe, die aus ihr entsteht, wenn x in — x verwandelt 
wird. 

2) Für m = -^ ergibt sich: 
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(i+x)*-,frM-i+ix+|;(i)(i-i) 

, . 1 x2.1 . X8.1.3 x*.1.3.5 

= l + ö3: — -— -— + 



2 1-2.22 ' 1.2.3.23 1.2.3.4.2* 

x5. 1.3.5.7 



+ 



1.2.3.4.5.25 



Wenn wir hier nun noch in den Nennern 1 . 2 . 2^ in 2.4, 
1 . 2 . 3 . 2^ in 2.4.6 u. 8. w. verwandehi, so erhalten wir 
die gefundene Potenzreihe in solcher Gestalt^ daß das Gesetz, 
nach welchem die Koeffizienten zu bilden sind, leicht er- 
kennbar ist, nämlich: 

Diese Reihe ist ffir x < 1 konvergent, da sie vom zweiten 
Gliede an abwechselnde Vorzeichen hat, und 

_ ^ 1.3.5...(2n— 3) 
^''""^'' 2.4.6.8...(2n) 

2-^ 

1 1 3 5 n 
= x*^ .— . — . — .-.. . 

2 4 6 8 2 

für unbegrenzt wachsende n, falls x < 1 ist, den Grenzwert 
Null hat 

Man kann die soeben abgeleitete Reihe für yi +x auch 
benutzen, um Quadratwurzeln aus Zahlen, die größer als 1 
sind, bequem numerisch zu berechnen, bequem deshalb, weil 
man nur wenige Glieder der Reihe zu berücksichtigen braucht, 
um doch schon fünf oder mehr richtige Dezimalstellen zu 
erhalten. Dies zeigt das folgende Beispiel: 
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r^-yM-ly^^'=lY^ 



*+l 

5 L ^ 98 19208 



49 



+ ... 



= -^ [1 + 0,010200 — 0,000052] 
= l ' 1,010148 = 1,41421. 





3) Für m = -5 ergibt sich : 

o 



(•+^)*-+^-i-;ß)ö->)+r;ö)ö-^)a-; 



+ 



mn-m-m-^)- 



, . 1 x«.2 . x«.2-5 



x*.2»5.8 
1.2-3» ' 1-2-3-3« 1-2-3.4-3*"*"' 

2-5-8 



1 2 2'5 

^ 3 3.6^ 3.6.9 3.6-9.12 



+ ■• 



Wie in 2) läßt sich wieder leicht zeigen, daß die soeben 
entwickelte Beihe für z < 1 konvergent ist. Als Beispiel 
wählen wir: 



'^-n-M-u 



1728 
1715 



12 ^^ 



1 + 



13 



1715 



121 



i+4i- 



338 



5145 26471025 



+ 



•••]• 



4) Für m = — -^ ergibt sich : 



(l + x)"*=l 



1 1-3 

2^+ 1.2.22 



•2 



1.3.5 
1 . 2 . 3 . 22 



X8+... 






1 ,1-3 j 1.3.5 3 
2''''"2.4^ "2.4.6'' '^'•' 
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Die Konvergenz für x < 1 läßt sich wieder, ähnlich wie 
m 2), nachweisen. Z. B.: 

1 ^ , li3 2» 1.3-5 2» 
2'l0"'"2.4"l0» 2-4-6 'lO»''"" 

1 5 1 . 35 1 






10^2 100 



2 1000 ■ 8 10000 



1 . 



5) Wenn m = — — ist, aber zugleich x in — x verwandelt 
wird, 80 ergibt sich: ^ 

(l-.)-*-l+ix + l^,. + l^x. + ..., 

eine Keihe mit lauter positiven Gliedern, deren Konvergenz 
fiir X < 1 nach dem Cauchyschen Kriterium (§ 10) leicht 
nachweisbar ist. Z. B.: 



-s[ 



v^-^-(^r='(-^)"' 



14-1 Ia.1 
■^ 2 10 "^ 8 100 ' 16 1000 ' 128 10000 



' +A 



1 , 35 

+ 



+... 



= 3 [1 + 0,050 + 0,004J = 3 - 1,054 = 3,162. 
6) Wenn m = |^ ist, so ei^bt sicli; 

y2(y2-i)(y2-2) 

■^ 1-2-3 x-t-... 

= i+x.y2+j^(2-y2)+^-^(4y2-6) 



+ 



1-2-3-4 



(26 — 18y2)+... 



= 1 + 
+ /2 



1-2 1-2-3 

X* 4x* 

X — 3— S- + 



6 + 



1-2-3-4 
18x1 



26 



1-2 ' 1-2-3 1-2-3-4 



+ ... 
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Übungen zu § 15. 

Entwickele nach Potenzen von x: 

1) y(l + xF; 2) l'Tir^; 3)(H-2x)^;4)(l+x)-»; 
5) (1-x)*; 6) (1+x)-*; 7) (l-3x)i; 



8)/2+i =-y2.l/i + 



X 

2 



9) Es ist d<a. Entwickele hiemach ya+d in das 
Produkt von /ä mit einer Potenzreihe. 

Berechne durch Binomialreihen auf 5 Dezimal- 
stellen: 

io)y2=i|/T75; ii)y2=m/i-2^; 



12) 



f^=li 



^-6^' 13) '/2 = |V1 +0,024; 



14) yi7; 15) )/33; 16) y65. 

Wie heißen die ersten drei Glieder der bino- 
mischen Entwickelung von: 

17) (yi+^r? 18) j/l — X«? 19) l/8^^? 

20) l:y(l+^? 21) yi + x + x2[=yi + x(l+x)]? 
22) Bestimme durch binomische Entwickelung den Grenz- 



wert von 



i-"yr=: 



für verschwindend kleine x. 



§16. Die trigonometrischeii Reihen. 



3 



I) sinx = x--, + -^-- + 



II)cosx = l-2j + jj-gj-f... 
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X7m gleichzeitig Potenzreihen für sinz und für cosx zu 
gewinnen, setzen wir an: 

1) sin X = a^ + % X + Bg x2 + 83 x^ + . . . 

2) C08x = bo+bix+b2x2+b8x8+»»- 

Hierbei erinnern wir uns, daß die unabhängige Variable x 
nicht als ein in Graden, Minuten und Sekunden gegebener 
Winkel zu betrachten ist, sondern als die Zahl, welche an- 
gibt, wievielmal so groß der zugehörige Bogen als der 
Badius ist, falls der Winkel Zentriwinkel eines Kreises ist. 
Wenn also sina bezw. cosa durch die obigen Reihen aus- 
gedrückt werden soll, ist x = arca zu setzen. Z. B.: 

TU 

1) Für x=- ist sinx = l, cosx = 0^ 

2) Für X == — ist sin x == — /S , cos x = — ; 

6 ci 2i 

3) Für x= J ist 8inx = iy2, cosx = Jy2; 

^ £t u 

TT 1 1 — 

4) Für x= — ist sinx= — , cosx = ^y3; 

O u u 

5) Jpur x = l ist smx»sm , cos x=» cos • 

7C TU 

Die in der elementaren Trigonometrie gelernten Formeln, 
welche den Sinus und den Kosinus der Summe zweier 
Winkel durch den Sinus und den Kosinus der einzelnen 
Winkel ausdrücken, gelten natürlich auch, wenn die Winkel 
in der soeben auseinandergesetzten Form (Arcus-Fonn) ge- 
geben sind, so daß wir haben: 

3) sin(x + y) = sinxco8y + cosxsiny, 

4) cos (x + y) = cosx cos y — sinx sin y. 

Um zunächst aQ und bo zu bestimmen, setzen wir in 
1) und 2) x = 0, woraus, da sin = 0, cos = 1 ist, folgt: 

= ao; l=bo. 
Da a^^O isty so erhalten wir aus 1): 

5) = ai + a2X + a3x2 + ... 

Sehnbert, Niedera Analysis. II. 9 
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Wemi wir nun x sich der Null nähern lassen, erhalten 
wir auf der linken Seite von 5) den schon in § 2 bei Figur 1 
behandelten Grenzwert, der sich dort gleich 1 ergab, auf der 
rechten Seite von 5) aber erhalten wir a^ als Grenzwert, 
80 daß sich ergibt: 

a^ = 1. 

Hierdurch wird nun aus Gleichung 1): 

6) sin X = X + »2 ^^ + ^3 ^ * + *4 ^* + • • • 

Wir benutzen nun das in der Trigonometrie abgeleitete 

Resultat: • / \ 

sin ( — a) = — sm a, 

wenn wir durch Verwandlung von x in —x aus 6) ableiten: 

7) — sin X = — X + ag x^ — ag x^ + ^4 x* — ... 

Durch Subtraktion der Gleichung 7) von Gleichung 6) 
und Division durch 2 ergibt sich dann: 

8) sin X = X + ag x^ + 85 x^ + a^ x^ + . . . 

Analog verwandeln wir bei 2), wo schon bo = 1 erkannt 
ist, X in — X, benutzen 

cos ( — a) = + cos a 
und erhalten: 

9) cos X = 1 — bi X + bg x^ — bg x^ + . . , 

Addieren wir nun 9) zu 2), und dividieren dann durch 2, 
so erhalten wir: 

10) COSX=-l + b2X2 + b4X* + b6X« + ... 

Wenn wir nun erstens die in 8) und 10) erhaltenen 
Potenzreihen in 3) einsetzen, erhalten wir: 

11) (x + y) + a3(x + y)3 + a6(x + y)^ + -.. 

= [x + a3x8 + a5xö + ...][l+b2y2 + b4y* + ...] 

oder: 

12) (x + a,x3 + a5xß+...) 

+ y[l + 3a«x2 + 5a5X* + 7a7x8 + ...] 

+ y'[.--]+y'[---]+--- 

«(x + a8x8 + agX«^ + ...) 
+ y[l+b,x2 + b^x* + ...] 
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Wenn wir zweitens die in 8) und 10) erhaltenen Potenz- 
reihen in 4) einsetzen, erhalten wir: 

13) l+h^(x + jy+\{x + yY + ... 

— [x + Bgxs + a^ x5l|.'_ .] [y + ag y8 + Bg y6 + . . .] 
oder: 

14) {l+b2x2 + b4X* + beX« + ...) 
+ y[2b2X+4b4x3 + 6bexß+...) 

+ y'[---]+y^[. ..] + ... 

-(l+b2X2 + b4X* + ....) 

+ y[— X— agx» — a^xö — ...] 

+ y'[---]+y'[---]+... 

Während der von y freie Koeffizient in den Gleichungen 
12) und 14) zu Identitäten fuhrt^ ergeben die rechts und 
links als Koeffizient von y auftretenden Potenzreihen zwei 
Gleichungen zwischen Potenzreihen, die uns zu den Werten 
der Koeffizienten 

^f ^&} a^, . • . und b2, b4, bg, . . . 

fuhren werden. 

Aus 12) erhält man durch den rechts und links vor- 
handenen Koe£Szienten von y: 

15) l + 3ajx2 + 5a5X* + ... = l+b2X» + b4X* + ... 
Aus 14) erhält man in derselben Weise: 

16) 2b2X + 4b4x3 + 6b6xß + ... = — x— a^x» — agxß — ... 

Wenn wir nun in 16) und in 15) die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von x einander gleichsetzen, erhalten wir 
einerseits: 

2b2 « — 1; 4b4= — a^; 6b6 = — ag, u. s.w.; 

andrerseits: 

3a3 = b2; öag^b^; Ta^^be; u. s. w. 

Hiemach kann man zunächst b^^ dann ag, dann b^, dann 
a^, dann b«, dann suj u. s. w. in übersichtlichster Weise be- 
stimmen. Es ergibt sich nacheinander: 

, 1 1 , , 1 1 

^•^-2'^^ 2^3^ *"""^2T3^^ ^""^2.3.4.5' 

9* 
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- 1 _ 1 

^' 2.3.4.5.6' "^""^2. 3. 4. 5. 6. 7 ''•^•^' 

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten ist jetzt unver- 
kennbar. Man erhält nunmehr die in der Überschrift ge- 
nannten beiden Reihen I) und II: 

und , x« , X* X« , 

Was den Konvergenzbereich dieser beiden Reihen an- 
betriffb, so ergibt sich leicht, daß dieselben, ebenso wie die 
in § 12 behandelten Exponentialreihen, für jeden beliebigen 
Wert von x konvergent sind. Wenn wir nämlich zunächst 
annehmen, daß die Reihen lauter positive Glieder hätten, 
so würde das n.te Glied der ersten Reihe heißen: 



u„ = 



jg2n—l 



(2n — 1)!' 
also: 



"11+ 1 3c» 



Un (2n + l).(2n) 
Bei wachsendem n muß nun der Nenner des Bruches 



X^ XX 



(2n+l)(2n) 2n+l 2n 
schließlich größer werden als der Zähler^ auch wenn x noch 

so groß wäre, so daß also von einer bestimmten Stelle an 

Un 

kleiner als 1 wird, und für n = cx> Null wird. Demnach wäre 
die Reihe I) für jedes beliebige x konvergent, wenn ihre 
Glieder sämtlich positiv wären. Dann muß aber auch 
nach unsrer dritten Konvergenzregel die Reihe I selbst 
konvergent sein, und zwar für jedes noch so große x. 

Der Beweis, daß auch die Reihe II) für jedes noch so 
große X konvergent ist, wird in ganz derselben Weise 
geführt. 

Wenn a in Graden gegeben ist^ und sina bezw. cos ol 
mit Benutzung der obigen Reihen zu berechnen ist, so ist 
zu setzen: 
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aw TU a 



180 2 90' 
demnach : 

co8ao=i_ij(iyyv^,(jyy*— .. 

Wenn eine nach der Größe des Winkels a geordnete 
Tafel zu berechnen ist, so wird man die Werte von: 

ml\2l 
von m = 1 an ein ffir allemal berechnen, und dann die 

Potenzen von i^) , wobei a kleiner ak 45 Grad voraus- 
gesetzt werden darf. Wir nehmen ab Beispiel a = 18 Grad, 
und eriialten bei einer Berechnung auf sechs Dezimalstellen, 

da — dann — = — ^ wird; 
90 5 10 

^ = 1,570796, mult. mit ^, gibt: 0,314159 



l(|j'= 0,645964, mult mit ^, gibt: 0,005168 
1 f|y= 0,079693, mult mit -^, gibt: 0,000026 

ij fej= 0,004682, mult mit ^, gibt: 0,000000. 

Wir sehen, daß vier Glieder der Sinusreihe ausreichen, 
um sin 18° auf 6 Stellen zu berechnen. Wir erhalten: 

sin 18» = 0,309017. 

Ebenso erhält man aus II): 

cos 180 = 1,000000 — 0,049348 
+ 0,000406 — 0,000001 
= 0,951057. 
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« 
Auch tgx läßt sich leicht in eine Potenzreihe ent- 
wickeln. Doch ist bei dieser Tangensreihe das Gesetz der 
Koeffizienten-Bildung sehr viel verwickelter. Am einfachsten 
erhält man die Tangensreihe durch die Formel: 

17) tffx = oder cosx«t&:x = sinx. 

^ ^ cosx ^ 

Da tg( — x) = — tgx ist, so kann man, ebenso wie 
oben bei Sinus zunächst erkennen, daß die Tangensreihe nur 
ungerade Potenzen von tgx enthalten kann. Denn aus: 

tgx = Co + CiX + CaX2 + Cg x3 + . . . 

und — tgx = Co — c^x + CgX^ — C3X^+ ... 

folgt durch Subtraktion und Division durch Zwei: 

tgX = CiX + C3X» + C5x5+... 

Nun muß nach 17) sein: 



[ 



v2 v4 •y-6 



CiX + C8X» + CsX«+... 



- —^M— — — J. 



oder: 



3.3 x5 x^ 



Wir setzen nun die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von X einander gleich, und erhalten: 

1 1 , 1 20 — 5 + l _16 
""3!~4! + 5! 5! - 5!' ""• ^- '^• 



Hiemach ist: 



X3 



18) tgx = x + - + — x^ + ..., 

wodurch wenigstens die ersten drei Glieder der Potenzreihe 
für tgx festgestellt sind. 
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Übungen zu § 16. 

Berechne in ähnlicher Weise^ wie sin 18^ und 
cos 18^ im Text, auch a) den Sinus und b) den 
Kosinus von: 

1) 300; 2) 600; 3) 36«; 4) 40«; 5) 45 ^• 6) 3<>. 

7) Beweise, daß lim — -^ = — r— ist, und be- 

x=y X — y cos^x 

nutze dann allein die Kosinusreihe, um die ersten drei 
Koeffizienten der Tangensreihe zu bestimmen. 



§17. Die Arenstangens-Beihe nnd die Berechnimg 

der Zahl jt. 



3.3 x^ x^ 



arctgx = x — y + ^ y+..-, falls x<l; 

, a + b 
arctga + arctgb=arctg:j =-; 

arc tg a — arc tg b = ar o tg , ; 

|==arctgl = 4.arctgg— arctgggg; 

j==arctg2+arctg- + arctg-. 



Wir erinnern uns aus § 3, daß^ wenn 

tga = a 
gesetzt ist, 

a als arctga 

bezeichnet wird. Dabei soll a wieder in Arcus -Form aus- 

TU 

gedrückt werden, und immer <— gedacht werden. Da 

tg(a + k7c) = tgöc, 
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wenn k eine beliebige ganze Zahl ist^ so ist die Festsetzung 

a <^ notwendige damit nicht die Funktion 

arctgx 

für ein und dasselbe x unzählig viele Funktionswerte be- 
sitze^ die eine arithmetische Reihe mit der konstanten Dif- 
ferenz TT bilden würden. Z. B.: 

1 /— 7C TT 

arctgO = 0; arctg^y3 = — ; arctgl = -j-; 

arctgy3 = g; arctg(— y3)= — ^ • 

Die in der Trigonometrie abgeleitete Formel: 

1) tg(a + ß)=^ tgg + tgß 

^ *^v«-rH; i_tga.tgß' 

welche zwischen tga, tgß und tg(a + ß) besteht, kann, nach 
Feststellung des Begriffs Arcustangens auch so geschrieben 
werden: 

a + ß = arctg ^ ,J" ^.„^ ' 

1— tga. tgß 

Wir setzen nun tga = a, tgß = b, also a = arctga und 
ß = arctgb. So erhalten wir: 

rt 1 a + b 

2) arctga + arctgb = arctg3 ?-• 

In derselben Weise erhält man aus der Formel: 

die folgende Formel: 

3) arctga — arctgb = arc tg .. , • 

Wenn wir nun annehmen, daß arctgx in eine nach 
Potenzen von x fortschreitende Potenzreihe entwickelbar ist, 
so können wir zunächst erkennen, daB dieselbe nur ungerade 
Potenzen von x enthalten kann, weil tg( — y) = — tgy ist, 
also auch umgekehrt: 
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arctg( — x) = — arotgx 
sein muß. Denn aus: 

und 

— arctgx = a^ — a^x + a^x^ — a8x3+ ••• 

folgt durch Subtraktion und Halbierung: 

4) arctgx = ai x + a3X^ + a8x5 + a73:^+ ••• 

Aber auch der Koeffizient % läßt sich von vornherein 
bestimmen. Denn aus 4) folgt: 

arct&rx 

— z^ ^ai + a8x2 + a6X*+... 

Wenn wir nun x unendlich klein werden lassen^ erhalten 
wir links^ nach § 4, Nr. 5) den Grenzwert 1, rechts aber a^, 
also ist ai =« 1 

So wird aus 4): 

5) arctgx = x + a8X* + as x^ + a? x^+ ••• 

Wenn wir nun in 2) a = x, b==y setzen, erhalten wir rechts: 

TT I xr 

1 xy 
Nun ist nach § 15 oder auch nach § 7: 

(1 — xy)-i = l + xy + (xy)2 + (xy)3+.... 

Demnach: 

ex + y)(l — xy)-i = (x + y)(l+xy + x2y2 + x8y3+...) 
= x + y(l+x2) + y2x(l + x2) + y8x2(l+x2)+.... 

Also ist: 

^otg,^^^^ = Brcig[x + y{l+x^ + y^x{l+x^)+...], 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber, gemäß 
unserem Ansätze, gleich: 

[x + y(l+x»)+y«x(l + x2) + y»x»(l+x«)+...] 

+ a8[x + y(l + x«) + y«x(l+x»)+ ]s 

+ a5[x + y(l + x«) + y*x(l + x2)+ ]« 

+ 
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Nach 2) muß nun diese Reihe gleich 

arctgx + arctgy 
seiu; oder gleich: 

(x + a8X» + a6x5+...) + (7 + 8378 + 3575+...). 

Wir erhalten demzufolge: 

(x + a3x3 + a5x5+...) + 7 + 73.a3+75.a5+... 
= [x + 7(l + x2) + 72x(l+x2) + ...] 

+ a3[x + 7(l + x2) + 72x(l+x»)+...]» 

+ a5[x + 7(l + x2) + 72x(l-+x2)+...]5 

+ 

Diese Gleichung muß innerhalb des noch festzustellenden 
Konvergenzbereichs für alle Werte von 7 richtig sein. Wir 
benutzen nun die Methode der zu bestimmenden Koeffizienten^ 
wenn wir den Koeffizienten 1 von 7^^ der links steht, gleich 
dem Koeffizienten setzen, der sich rechts bei 7^ ei^ibt. 
So kommt: 

I=l+x2 + 3a3x2(l+x2) + 5a5x*(l + x2) + 7a7x«(l+x2) 

oder: 

= x2(l + 3a8) + x4(3a3 + 5a5) + x«(5a5 + 7a^)+... 

Da links Null der Koeffizient aller Potenzen von x ist, 
so ergibt sich: 

883 = — 1; 5a5 = — 3a8 = + l; 78^= — öag^ 1; 

9% = — 7a7 = + l; u. s. w. 

Also: 

% = — i; % = +i; ^= — h «s^'+i u-s-w. 

Setzen wir endlich diese Resultate in 5) ein, so er- 
halten wir die in der Überschria stehende Potenzreihe: 

x^ x^ x"^ 
arotgx = x — — + — — y + ... 

Da diese Seihe abwechselnde Vorzeichen hat, so haben 
wir nach dem Leibnitzschen Konvergenz-Kriterium zu 
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untersuchen^ ob von einer bestimmten Stelle an die Glieder 
kleiaer werden^ und ob lim Un = wird. Da 



U„ = 



^211-1 

2n — 1 



ist^ so sind beide Bedingungen erfüllt; falls x nicht großer 
als 1 ist. Die Eeihe ist also auch noch für x = 1 kon- 
vergent. Setzt man x=l, so erhält man^ da 

arc tg 1 = j 

ist^ die Leibnitzsche Reihe: 

4 ^ 3^5 7+9 11 ^^••" 

eine Keihe, deren Konvergenz aus dem Leibnitzschen 
Konvergenz-Kriterium folgt Aus ihr kann man leicht 

Grenzen für — erhalten. Denn es ist: 

Da in den Klammern rechts lauter positive Zahlen stehen^ 
so ist 



!>«• 



Andrerseits ist: 



wo wiederum die Klammem lauter positive Werte ein- 
schließen. Also: 

^ 2 ^ 

4-3>^- 

TT 2 

Demnach muß -r- zwischen — und 1 liegen, also % 

A 6 

zwischen 2^ und 4. 
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Wenn wir je zwei aufeinanderfolgende Glieder der 
Leibnitz sehen Beihe zusammenfassen^ erhalten wir: 

7r_ 2 2 2 



4 3-5 7.9 11.13 

'''^'^''- 2~8"3T5+7.9"*"11.13"^'" 

Femer: 

7r_ 2 2 2 2 

4 '"rr3"*"5T7"*"9Tn + i3Tl5 "*"••• 

^^''•' 8^r:3"*"5T7+9^1l + l3Tl5+"- 

1 TT 

Durch Berechnung der Glieder der soeben für -^ — — 

a O 

TT TT 

und für — erhaltenen Reihen könnte man — in immer engere 

o o 

Grenzen einschließen. Doch sind diese Eeihen für die Be- 
rechnung der Zahl tu sehr ungeeignet, weü man, um tu auf 
viele Dezimalstellen erhalten zu können, eine gar zu große 
Anzahl von Gliedern zu berechnen nötig hätte. Ebenso 
wenig eignet sich zur Berechnung von tt die Reihe, die man 

erhalt, wenn man x=^/3 setzte, nämlich: 

3.31^5-32 7.33^"\ 



^ = ^/3" 
6 3 ' 



Wohl aber gibt uns die Benutzung der schon oben be- 
sprochenen Formel: 

arc tff a — arc tg b == arc tg^— : — =- 
^ ^ ^1+ab 

eine Methode an die Hand, um aus mehreren Arcustangens- 
Reihen, durch Berechnung von nur wenigen Gliedern solcher 
Reihen, tt auf sehr viele Dezimalstellen zu erhalten. Setzen 
wir nämlich: 



a=l, b=^, 



so ergibt sich: 
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6) j — arotgg 



1-i i 

2 2 1 

arctg = arctgy = arctg^ • 



Nun setzen wir: 



1+1. 2 



1 i. 1 



und erhalten: 



7) 



1 

arctg K^ — arctg — = arctg 
ö o 



1 

5 



1 + 1.1 
^3 5 



5 — 3 2 1 

= arc tff -= — = — z- = arc te — ;; = arc ter— » 

Darob Addition von 6) und 7) erhalt man nun: 

- — arctg- + arctgg- — arctgg =arctgg +arotgg, 
woraus folgt: 

TT X 1 , 4. 1 1 X 1 

- = arotg- + arctg^ + arctgg. 

Hieraus ergibt sich, wenn wir in der allgemeinen 

111 
Arcastangens-ßeihe x = ö> ^°=i"> ^="0 setzen: 

J D o 



7C 

4 



+ 



+ 



1 
2 

1 



+ ^r-Ki- 



3.2» ' 5-25 7-2' 



_J_ + J^ ^ 

L5 3-58^5.5« 7-5' 



+ ... 



+ ... 



o o a n c OK 



+ ... 



L8 3 . 83 ' 5 . 85 7.87 

Man kann hiernach tu schon viel leichter berechnen^ 
als durch die Leibnitzsche Reihe. Noch besser aber eignet 
sich der folgende Weg. Man setze in 3) erstens: a=l^ 

b=r-. Dann kommt: 
5 



142 



n. Abschnitt. Beihen. 



8) 



1-1 
-K .1 ^5 .2 

- — arctg- = arctg ^ = arctgg • 

^+5 



2 1 

Demgemäß setze man in 3) zweitens: a = — , b = ^. So 

kommt: 

2 1 3 5 7 

9) arctg- — arctg-=-arctg 2~T^^^*^17' 

^+3*5 

7 1 

Drittens setze man in 3) a= —^y h= —, Dadurch er- 



hält man: 



7 1 

10) aretgp^ — arctg- = arctg 



17 
17 



5 



1 
5 



7 i-^'^'^Te 



1 + — .- 

^17 5 

1 9 

Viertens setze man in 3): a= — , b= -rj;. So kommt: 

^ 5' 46 
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* 1 * 9 ^ 5 46 ^1 

11) arctg- — arctg^ = arctg j— g-^arctg 

^■'"5'46 

Addiert man nun die Gleichungen 8), 9), 10) und sub- 
trahiert man dann von der erhalten^i Summe Gleichung 11), 
so erhalt man: 

12) J = 4.arctg^ — arctgggg 
oder^ wegen der Arcustangens-Beihe^ 



13) 



l = * 



1 1 1 1_ 

L5 3.5»"*'5.5« 7-5^ 



+ 



+ ..• 



L239 3-2398 ' 5.239« 



Durch die Gleichung 13), die von dem englischen Matii&- 
inatiker Machin herrührt, kann man nüt Leichtigkeit tt anf 
fiieben Deznnalstellen berechnen. Nämhch: 
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1:5 = 0,20000000 
1:5. 55 = 0,00006400 
1:9. 5» = 0,000000 06 

0,20006406 
0,00266850 

0,19739556 
4 


1: 3-5« -0,00266667 
1: 7-5' -0,00000183 
1:11.511 = 0,00000000 

0,00266850 
2^3-0,00418410 


0,78958224 
0,00418408 


3.229» "'"^"WU- 
0,00418408 



0,78539816 = x, also: 

4 

TT = 3,141 592 64. 

Die durch die Abrundung auf acht Dezuualstellen ver- 
ursachte Ungenauigkeit ist so gering, daß der erhaltene 
achtstellige Dezidaalbruch um weniger als ein Einundsiebzig- 
Millionstel kleiner ist als der wahre Wert von tt. Eine 
Vorstellung von dem Grade der Genauigkeit, die man er- 
halt, wenn man, wie es geschehen ist, tt auf hundert Dezimal- 
stellen oder noch mehr berechnet, gibt das in § 4 des I. Bandes 
meiner „Mathematischen Mußestunden"*) unter Nr. 9) be- 
sprochene Beispiel. Die ersten 30 Dezimalstellen der Zahl % 
kann man leicht durch einen franzosischen Merkvers be- 
halten, in welchem die aufeinanderfolgenden Worte des Verses 
durch die Zahl der in ihnen enthaltenen Buchstaben 
nacheinander die Dezimalstellen von tt angeben. Dieser 
Merkvers lautet: 

3, 1 4 1 5 9 

Que j^aime ä faire apprendre 

2 6 5 3 5 

Un nombre utile aux sagesi 

8 9 7 9 

Immortel Archim^de, artiste ing^nieux! 

3 2 3 8 4 6 2 6 
Qui de ton jngement peut priser la valeur? 

4 3 3 8 3 2 7 9 
Pour moi ton probl^me eut de pareils avantages! 



*) „Mathematische Mußestunden" (Leipzig 1900) in 3 Bänden. 
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Nach diesem Merkvers ergibt sich auf 30 Dezimal- 
stellen: 

TT = 3,1 41 5921 653 58911 793 238«! 462 6431111 383 279. 



Übungen zu § 17. 

TT X^ X^ 

1) Beweise, daß arccotgx = — — x + -ö — "«■ + ••• ^ 

u o 

Entwickele noch Potenzen von x: 

•wr ^T 

2) arctg-; 3) arctg^^; 4) arctgVx; 5) arctg(l— x). 

6) Aus sin (a — ß) = sin a cos ß — cos a sin ß »» sin oc 

(1— sin*ß)2 — sinß(l — sin*a)2 soll arcsinx in eine Potenz- 
reihe entwickelt werden, in ähnlicher Weise, wie im Texte 

arctgcx aus tcfa — ß) = ^ . ^ — T n entwickelt ist. (Man 
ben^e§15r l + tg«-<gß 

7) Berechne tt durch — = arctg^/S auf drei Dezimal- 
stellen. 

8) Berechne tu durch — =« arc tg (2 — /s) auf drei Dezi- 
malstellen. 

Aus den folgenden Gleichungen soll die Zahl p 
berechnet werden: 

TT 4 

9) arctgl = j = arctg — + arc tgp; 

10) ^ = arctgg +arcigp; 

i — TT 

11) arc tg y 3 = ^ = arc tg 1 + arc tg p ; 

12) arctgy3 = arctg3 — arctgp; 

13) arctgl^arctgg+arctgg+arctgp; 

14) arctgl = 2arctg^ + arctgj + arctgp; 
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1 TT 

15) Berechne % durch Nr. 6) aus arcsin — = — • 

2 D 

16) Der Radius eines Kreises beträgt eine Million 
Bolometer. Wieviel Millimeter beträgt der Umfang? Die 
gewünschte ganze Zahl soll so angegeben werden, daß sie 
selbst zu klein, die um 1 größere ganze Zahl schon zu groß ist. 

17) Der Badius einer Kugel beträgt einen Kilometer. 
Das Volumen soll so angegeben werden, daß der Fehler 
kleiner als ein Kubikmillimeter wird. 



Sclmbert, Niedere AnftlTiia. ü. 10 



III. Abschnitt. 
Gleichungen. 



§ 18. Die komplexen Zahlen. 

I) [r (cos (p + i sin <p)]™ = r™ (cosm<p + i smm9) 

n) "y p (cos-e- + i sin-e-) =7p^ 



cos 1- 1 sm — 

m m 



Schon in der ,^ementaren Arithmetik^^ (diese Sammlung, 
Band I, § 26) haben wir, das Permanenz-Prinzip festhaltend, 
den Quadratwurzeln aus negativen Zahlen Sinn erteilt und 
dadurch die imaginären Zahlen in die Sprache der Arithmetik 
eingeföhrt. Im Gegensatz zu diesen neuen Zahlen hatten wir 
die bis dahin definierten Zahlen reelle Zahlen genannt, und 
erkannt, daß jede imaginäre Zahl als das Produkt einer reellen 
Zahl mit einer einzigen imaginären Zahl, der imaginären Ein- 
heit y — 1 = i, angefaßt werden kann, so daß, wenn b jede 
beliebige reelle Zahl ist, 

ib 

jede beliebig'e ima^^inäre Zahl bedeutet. Wenn man imaginäre 
ind reeUe laMeu^er imaginäre und imaginäre ZaMenXch 
die Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation 
und Division miteinander verknüpft, so gelangt man immer 
wieder zu reellen oder zu imaginären Zahlen, ausgenommen, 
wenn man eine reelle mit einer imaginären Zahl durch Ad- 
dition oder Subtraktion verknüpft Die Zahlform 

a + ib 
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wo a und b positive oder negative^ rationale oder irrationale^ 
aber reelle Zahlen bedeuten^ ist also im allgemeinen weder 
reell noch imaginär. Man nennt diese Zahlform komplex. 
Erteilt man b den Wert Null, so stellt a + ib jede reelle 
Zahl dar, und, wenn a = gesetzt wird, jede imaginäre 
Zahl. Man betrachtet deshalb die reellen und die imaginären 
Zahlen auch als spezielle komplexe Zahlen. 

Wenn die komplexe Zahl a + ib gleich der komplexen 
Zahl c + id gesetzt werden kann^ so folgen daraus zwei 
Gleichungen, nämlich: 

sowohl a = c als auch b *« d, 

d. h. die reellen Bestandteile müssen einander gleich sein, 
ebenso wie die beiden reellen Zahlen, mit denen i multipli- 
ziert ist. Denn aus: 

a + ib = c + i<i 

folgt: 

a — c = i (d — b) 
oder: 

(a — c)2 = i2(d — b)2 = — (d — b)2. 

Da nicht allein a und c, sondern auch b und d an sich reell 
sind, so kann 

weder (a — c)^ noch (d — b)^ 

negativ sein. Also ist: 

(a — c)2 ebenso wie (d — b)* 

NuU oder positiv. Demnach steht in der Gleichung 

(a — c)« = — (d — b)« 

links Null oder eine positive Zahl, rechts Null oder eine 
negative Zahl, was nicht möglich ist; außer, wenn beide Seiten 
der Gleichung Null sind, d. h. 

a = c und b = d ist. 

So folgt aus a + ib = 3 — 4i sowohl a = 3, als audi 
b = — 4. 



Im § 2 haben wir die reellen Zahlen durch Punkte auf 
einer geraden Linie veranschaulicht, die wir reelle Zahlen- 
achse nennen wollen, wenn wir uniä denken, daß jedem' ihn!r 

10* 
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Punkte eine reelle Zahl entspricht und umgekehrt jeder reellen 
Zahl einer ihrer Punkte. Da nun jede imaginäre Zahl das 
Produkt einer reellen Zahl mit i ist, so erhalten wir in der- 
selben Weise eine imaginäre Zahlenachse^ so daß. jedem 
Punkte derselben eine imaginäre Zahl und umgekehrt jeder 
imaginären Zahl ein Punkt deri maginären Zahlenachse ent- 
spricht. Es liegt dann folgendes nahe: 

Erstens, daß man auf den beiden Zahlenachsen die Strecken 
gleichmacht, die der Einheit entsprechen, so daß also- auf der 
reellen Zahlenachse zwei Punkte, die Zahlen entsprechen, die 
sich um c unterscheiden, ebensoweit voneinander abstehen, 
wie auf der imaginären Zahlenachse zwei Punkte, die Zahlen 
entsprechen, die sich um i • c unterscheiden; 

zweitens, die reelle und die imaginäre Zahlenachse in eine 
und dieselbe Ebene so zu legen, daß ihr Schnittpunkt die 
einzige Zahl abbildet, die den Gebieten der reellen Zahlen 
und der imaginären Zahlen gemeinsam ist, und das ist die 
Zahl Null; 

drittens, die beiden Zahlenachsen sich unter einem rechten 
Winkel schneiden zu lassen. 

Um di6 Vorstellungen zu fixieren, setzen wir auch noch fest, 
daß die reelle Zahlenachse horizontal, die imaginäre vertikal 
liegen soll, und zwar so, daß die positiven reellen Zahlen 
durch Punkte dargestellt werden, die vom Nullpunkt aus 
nach rechts hin liegen, die negativen reellen Zahlen durch 
Punkte, die nach links hin liegen, die Produkte von +i mit 
positiven Zahlen durch Punkte, die nach oben hin liegen, 
die Produkte von -f-i mit negativen Zahlen durch Punkte, 
die vom Nullpunkt aus nach unten hin liegen. 

Hiernach liegt es nun auch nahe, den komplexen Zahlen 
die Punkte der Ebene entsprechen zu lassen, in der die beiden 
Zahlenachsen liegen, und zwar so, daß der die Zahl a + ib ab- 
bildende Punkt die. vierte Ecke des Rechtecks ist, dessen 
drei andere Ecken sind: erstens der Nullpunkt, in dem sich 
die beiden Zahlenachsen schneiden, zweitens der Punkt, der 
die reelle Zahl a abbüdet, drittens der Punkt, der die ima- 
ginäre Zahl ib abbildet Beispielsweise sind in der Figur 3 
die folgenden komplexen Zahlen abgebildet: 
•' ' f\ 

-+•1, +ir, — 2, /jr + i-öJ —2 + 1/3, —2 — 1/3, /2— 2i, iic- 
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Eine Ebene ^ in der man sich durch ihre Punkte alle 
komplexen Zahlen abgebUdet denken soll, heißt ^^Gaussische 
Zahlenebene*^ 



-Ji*iF$ 



'iJT 



-2 



-zUn 



tjir^'i. 



i 



H 



AT 



.IfS^t 



Fig. 3. 



Die Abbildung der komplexen Zahlen durch die Punkte 
der Gaussischen Zahlenebene gibt dazu Veranlassung, die 
Zahl a + ib in einer etwas abgeänderten Weise darzustellen, 
nämlich durch den Abstand r, den der Bildpunkt der Zahl 
a + ib vom Nullpunkt hat, und durch den Winkel 9, den 
die Verbindungslinie beider Punkte mit der positiv-reellen 
Richtung (rechts) bildet, so daß also, nach den Elementen 
der Trigonometrie: 

a = rcos<p; b = rsin(p 

zu setzen ist, und deshalb die komplexe Zahl a + ib selbst 
in der Form 

rcos(p + i« rsin9 = r(cos9 + isin^) 

dargestellt erscheint. Den Abstand r nennt man den Mo- 
dulus der komplexen Zahl, den Winkel 9 ihr Argument. 
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Der Modulus r der komplexen Zahl a + ib ergibt sich durch 
den pythagoräischen Lehrsatz aus: 

r = y^2 + b2, 

das Argument dann aus: 

a j . b 

cos9 = — und sm(p = — • 
T p ^ r 

Um eine komplexe Zahl a + ib durch Modulus und 
Argument richtig darzustellen, achte man immer darauf, in 
welchem der vier Quadranten, die von den beiden Zahlen- 
axen gebildet werden, der Büdpunkt von a + ib liegt Sind 
nämlich: 

1) a und b positiv, so liegt das BUd von a + ib in dem 
Quadranten rechts oben, und 9 ist ein Winkel zwischen 
Grad und 90 Grad; 

2) a negativ, b negativ, so liegt das Büd von a + ib in 
dem Quadranten links oben, und 9 ist ein Winkel 
zwischen 90 Grad und 180 Grad; 

3) a negativ, b positiv, so liegt das Büd von a + ib in 
dem Quadranten links unten, imd 9 ist ein Winkel 
zwischen 180 Grad und 270 Grad; 

4) a positiv, b negativ, so liegt das Bild von a + ib in 
dem Quadranten rechts unten, und 9 ist ein Winkel 
zwischen 270 Grad und 360 Grad. 

Die Bestimmung des Modulus r und des Arguments <p 
einer in der Form a + ib gegebenen komplexen Zahl zeigen 
folgende Beispiele: 

1) Für die komplexe Zahl — 1 + i ist der Modulus r = /2^ 
das Argument 9 = 135®; 

5 5 

2) Für + 75 i ist der Modulus r = — , das Argument <p 

gleich 90 0; 



3) Für-^--|iy3istderModulusr=l/-i + | = /l = l, 
das Argument 9 = 240 Grad, weü das Bild der kom- 
plexen Zahl — ö -^ Q ^ /^ ^ ^®°^ links unten befind- 
liehen Quadranten liegt; 
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4) Für X = — TT ist der Modulas r = tt, das Argument 

9 «1800. 

5) Für X = 5 — 5i ist der Modulas r = y25 + 25 = 5 /2", 
das Argument 9 = 315^, weü 

^ 5/2 2^ 5/2 2^ 

ist, und nur zwischen 270 ^ und 360 ^ der Sinus negativ 
und der Cosinus positiv ist. 



Für die durch Modulus und Argument dargestellten 
komplexen Zahlen sind die Gesetze der Multiplikation und 
Division einfacher, als für die in der bisherigen Weise dar- 
gestellten komplexen Zahlen. Wenn man nämlich zwei kom- 
plexe Zahlen: 

r (cos 9 + i sin 9) und r' (cos 9' + i sin9') 

zu multiplizieren hat, erhält man zunächst: 

rr ' [cos 9 cos 9' + i 8in9 C0S9' + 1 cos 9 sin 9' — sin 9 sin 9^], 

da i^ = — 1 ist. Nach Anwendung zweier Grundformeln der 
Trigonometrie erhält man nun: 

r r' [cos (9 + 9^ + i sin (9 + 9')] 

Hieraus folgt: 

Der Modulus des Produkts zweier komplexer 
Zahlen ist das Produkt ihrer beiden Moduli; aber 
das Argument des Produkts zweier komplexer Zahlen 
ist die Summe ihrer beiden Argumente. 

Beispielsweise ist: 

(-l+i)(5-5i) 

= /2(cos 1350 + i8inl350) • 5/2 (cos 315« + i sin3150) 
-- 10 (cos 4500 + i sin 450 <>) = 10 (cos 90^ + 1 sin 90<>) 
= 10(0 + 5 •l)-10i, 

ein Resultat 9 das man, in diesem so einfachen Falle ^ auch 
leicht direkt hätte erhalten können. 

Durch wiederholte Anwendung des obigen Satzes gelangt 
man ohne weiteres zu dem folgenden allgemeineren Satze: 
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Der Modulus des Produkts von beliebig vielen 
komplexen Zahlen ist das Produkt ihrer sämtlichen 
Moduli; aber das Argument ihres Produkts ist die 
Summe ihrer sämtlichen Argumente. 

Wenn insbesondere diese beliebig vielen komplexen Zahlen 
eine und dieselbe Zahl^ nämlich: 

r(cos9 + isin(p) 

sind^ so erhält man die Formel: 

1) [r(cos9 + isin(p)]™ = r°*(cosm9 + isinm9), 

wo m eine positive ganze Zahl ist. 

In Worten lautet dieses Resultat: 

Der Modulus der m-ten Potenz einer beliebigen 
komplexen Zahl ist die m-te Potenz ihres Modulus; 
aber das Argument ihrer m-ten Potenz ist m mal so 
groß, als ihr Argument. Z. B.: 

1) (— l + i)^=- [yä (cos 1350 + i sin 1350)]» 

= 2 y2 [cos 4050 + i sin 405 o] 

=- 2 }^ [cos45o + isin45o| ==2 /2 [-|y2 + i . -|y2l =2+2i; 

2) (^/3 + i . ^^^ = [l . (cos30o + isin30o)]^^ 

= 1 . [cos 3000 + i sin 300o] = cos 60o — i sin 60^ 



Aus Formel I) der Überschrift ergibt sich für r = 1: 
2) {cos9 + isin 9)°^ = cosm 9 + i sinm9. 

Durch Aiiwendung des binomischen Lehrsatzes auf die 
linke Seite dieser Gleichung kann man Formeln erhalten, 
welche den Cosinus und den Sinus des Vielfachen eines 
Winkels durch die Potenzen des Cosinus und des Sinus des 
einfachen Winkels ausdrücken. Dabei kommt der oben be- 
sprochene Satz zur Anwendung , daß; wenn zwei komplexe 
Zahlen gleich sind, sowohl die reellen Bestandteile unter sich 
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gleich sein müssen^ als auch die mit i multiplizierten reellen 
Zahlen unter sich gleich sein müssen. Femer hat man dabei 
zu beachten, daß i^ = — 1, i^ = — i^ i* = -f 1, iö = _|_ i^ unJ 

überhaupt: 

i4p=+l, i4p+i=+i, 

i*P+2=_l, i*P+8=— i 

ist, wo p eine ganze Zahl ist. So ergibt sich aus 2) für 
m = 2, =3, =4 u. s. w.: 

cos 2(p = cos^© — sin2^ 

cos 39 = 008^9 — 3 cos<p siri^ <p 

cos 4(p = cos*9 — 6 cos2<p sin2<p -f sin^9 

cos 5(p = cos^9 — 10 cos^9 sin29 + 5 COS9 sin*9, 

und überhaupt: 

cosm9=» cos°*9 — m2Cos'"""^9sin2 9 + m4Cos™""*9sin*9 

— mg cos'"""®9siQ^9 + ..., 

m(m — 1) m(m — l)(m — 2)(m— 3) 
^^"^= 1.2 - "^^ 1.2.3.4 ^•'- ""''*• 

Analog ergibt sich durch Gleichsetzung der beiderseits 
vorhandenen, mit i multiplizierten reellen Zahlen: 

sin 29 = 2 COS9 sin9, 

Bin 3 9 = 3cos29sin9^sin89, 

sin 49 = 4cos^9sin9 — 4cos9sin39, 

sin 59 == 5 cos^9 sin9 — 10003^9 sin39 + sin^9, 

und überhaupt: 

sinm9 = miC0s™""^9sin9 — m3Cos™~**^9sin'9 

+ m5Cos™"~^9sinö9 — m7C0s™~''98iQ''9 +... 

'm m(m— l)(m— 2) 
wo mi = y, m8 = j-273 , 

m (m — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) 
°^ 1.2.3.4-5 ^u.8.w. 18t. 



Während Formel I) lehrt, wie eine komplexe Zahl mit 
m zu potenzieren ist, lehrt eine zweite Formel, wie eine 
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komplexe Zahl mit m zu radizieren ist. Diese zweite 
Formel erhält man leicht aus der ersten^ indem man setzt: 

m© = 8-, also © = — 

* ' m 

mid: r°^=p, also r = Vp^- 

Dadurch kommt aus 1): 

m / ^ '9'\1°* 

yp Icos 1- isiQ — I = p(coS'8- + isin-Ö-). 

Wenn man diese Gleichung mit m radiziert, d. h. mit 
— potenziert, und ihre beiden Glieder vertauscht, so erhält man: 

™/ °*/— / ^ ^\ 

3) yp(coS'8' + isin-O- = yp Icos [-isin — L 

oder in Worten: 

Der Modulus der m-ten Wurzel einer beliebigen 
komplexen Zahl ist die m-te Wurzel ihres Modulus; 
aber das Argument ihrer m-ten Wurzel ist der m-te 
Teil ihres Arguments. Z. B.: 

1) /T = y 1 . (cos 90« + i sin 90^) = cos 45o + isin 45» 



18 



2) y— 1 + i = /y2 (cos 1350+ isin 1350) = y2 (cos 15«+ isin 15«) 

= y2.1.y2 + y3 + i./2 .l.]/2-/3. 

In Formel 3) und in den Beispielen 1) und 2) ist vor- 
läufig die Wurzel als eindeutig aufgefaßt, also ebenso wie 
im § 30 und 31 der „Elementaren Arithmetik^^ (Band I dieser 
Sammlung). Die Berücksichtigung aller m m-ten Wurzeln 
aus komplexen Zahlen folgt erst im § 19. 

Wenn wir die Formel 3) beiderseits mit n potenzieren, 
so können wir das B;esultat auch so schreiben: 
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4) 


p (cos ^- + 1 sin -8-) 

• 


n n 
m m 

-p [ 


oder in 


Worten: 





COS 



--a + isin-O'l 
m m J 



Eine komplexe Zahl wird mit einer beliebigen 
positiven rationalen Zahl potenziert, indem man mit 
dieser Zahl den Modulus potenziert, das Argument 
aber multipliziert und aus dem so potenzierten Mo- 
dulus und so multipliziertem Argument eine neue 
komplexe Zahl zusammensetzt. Z. B.: 

(l + i/3)*= [2(008 60o + isin60o)]* = 2t(cos45o + isin 450) 

= ^ . y^ + i . ^ . }^ = }^ + i . ^2 . 

Daß die eben genannte Begel auch richtig ist, wenn 
-die rationale Zahl, mit der die komplexe Zahl zu potenzieren 
ist, negativ ist, geht aus der folgenden Überlegung hervor, 
in welcher p als eine positive rationale Zahl gedacht ist: 

• [p(coS'8' + isin^)]-p=p-^ ^ , . . ^., 

'^^\ ^^ [p (cos ^ + 1 sm ^)]P 

1 p— p (cos p^ — i sin p ^) 



pp(cosp8' + isinp^) (cosp^ + isinp^)(cosp'Ö' — isinpB-) 

cr-P(cosp^ — isinp^) ^ , *^x . . . / am 

=- - — o a , '2a = p""P[cos(-pÖ-) + ism(— p^)]. , 

COS2p0'4- Sm^pO- r L \ x- / 1 \ r /j 

Da nach § 1 zwei irrationale Zahlen gleich sind, wenn 
sije immer zwischen denselben beiden rationalen Grenzen liegen 
bleiben, 'wie weit man dieselben auch eiaander nahem mag, 
so ist das zu Formel I) ausgesprochene Besultat auch richtig, 
wenn m irrational ist. Es gilt also dieses Besultat für jede 
Zahl m, wenn dieselbe nur reell ist. 
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Übungen zn § 18. 

Bilde in der Gaussischen Zahlenebene ab: 
l)4 + 3i; 2)-4 + 3i; 3) 3i-i; 4)-5+i.|; 5)-/2+i; 
6)i-i-i; 7)iy2+i.iy2; 8)-iy3+i.i; 9)-/5-2L 

Berechne Modulus und Argument der folgenden 
komplexen Zahlen: 

10)12 + 5i; ll)~f + i; 12)— l + i.-^/S 

13)i/3-i.f 

Berechne die komplexen Zahlen^ bei denen der 
Modulus r und das Argument 9 folgende Werte 
haben: • 

14) r = 2, <p = 600; 15) r = /2, 9 = 120«; 16)r=l, 9 = 72^ 
17) r = 13, 9 = 210^ 18) r = 19, 9 = 19«; 19) r == 2, 9 = 330«. 

Zwei komplexe Zahlen sind durch ihre Moduli 
r und r' und ihre Argumente 9 und 9' gegeben. Be- 
rechne Modulus und Argument ihres Produktes für: 

20) r = 3, 9 = 20«, r' = 4, 9' = 40«; 21) r=Y3, 9 = 30«, 

r' = /l2, 9 = 60«; 22)r=l, 9 = 19«, r' = 2, 9'=161o, 

23) r = 3, 9 = 1«, r' = i, 9' = 269«. 

24) Fünf komplexe Zahlen haben als Moduli: 1,2,3,4,5 
und als Argumente beziehungsweise 20«, 30«, 40«, 100«, 35«. 
Berechne das Produkt dieser ffinf komplexen Zahlen. 

25) Die Bilder von drei komplexen Zahlen liegen sämir 
lieh auf der reellen Achse nach der linken negativen Seite hin. 
Wie heißt das Argument ihres Produktes? 

26) Die Bilder von sechs komplexen Zahlen liegen sämt- 
lich auf derselben Halbachse, auf der auch das Bild von +i 
liegt. Wo liegt das Bild ihres Produktes? 

Wie heißt die fünfte Potenz derjenigen kom- 
plexen Zahlen, bei denen der Modulus r und das 
Argument 9 die folgenden Werte haben: 

27)r = 2, 9 = 30«; 28)r = y2, 9=18«; 29) =r]/^, 9 = 60<>; 
30) r= 1,9 = 162«; 31) r = i, 9 = 351«; 32) r= 1, 9 = 13«. 
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Benutze die Theorie der komplexen Zahlen^ um 
durch sin 9 auszudrücken: 

33) sin 3 <p; 34) sin 5 9; 35) sin 79; 36) sin 99. 

Benutze die Theorie der komplexen Zahlen^ um 
durch cos 9 auszudrücken: 

37) cos 29; 38) cos 49; 39) cos 6 9; 40) cos 89. 

41) Drücke tg79 durch tg9 aus. 

Berechne: 

I 1 1 5 fi fi 

42)1/-^ + ^iy3; 43) /I; 44) f^; 45)ycosl8«+isinl80; 

46) (-1+1/3)*; 47) (-l)^ 48)(l+i)"'; 

49) (- 1 + i)~^; 50) (2 + i /ö)"*. 



§ 19. Die blnomlsclieii GleichnDgen. 

Wenn x'' = (p,0') ist, so ist: 

/n^ a- i — 1 \ 

Xi=iyp,-H 360M wenn l<i<n ist 



Eine Gleichung von der Form: 

x»' = a, 

wo a eine beliebige komplexe Zahl und x unbekannt ist, 
heißt eine binomische Gleichung. Schon in § 18 sind 
die reellen Zahlen als komplexe Zahlen aufgefaßt, die das 
Argument Grad oder 180 Grad haben^ je nachdem die 
reelle Zahl positiv oder negativ ist Wenn wir also die 
binomische Gleichung 

x** = p (cos B- + i sin ^) 

lÖBen^ so umfassen wir den Fall: 

x"* == a, wo a reell ist, 

mit. Der Kürze wegen setzen wir 

p (cos ^+ißin>ö') gleich (9,^-). 
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Wenn wir in der Formel 3) des § 18 ^ um 360 Grad 
wachsen lassen^ so bleibt die linke Seite ungeändert^ weil 
cos (a^ + 3600) = cos ^ und sin(Ö- + 360<>) = sin«' ist Die 
rechte Seite aber ändert sich dann^ weil 

(^ , 360\ , . /^ , 360\ 

cos — bezw. sm — 

\m m / \m m / 

im allgemeinen verschieden ist von 

(^) bezw. sin Q- 



COS 



Auch wenn man in Formel 3) des § 18 

-8- um k. 3600 

wachsen laßt, wo k eine ganze Zahl ist^ so ändert sich die 
linke Seite dieser Formel gar nichts wohl aber im allgemeinen 

die rechte Seite, weil dort das Argument um — • 360® wachsen 

muß. Demnach wird, wegen der Formel 3) des § 18, die 
Gleichung 

durch jedes x erfüllt^ dessen Modulus y p ist, und dessen 
Argument 

-+-.3600 
n n 

ist Dajedoch-. 3600 = 3600, ^^•360« = 360o + i•360^ 

n n n 

B-±_ . 360« = 3600 H 3600 u. s. w. ist, und da ein Cosinus 

n n 

und ein Sinus sich nicht ändern, wenn der Winkel um 

360 Grad wächst, so erhält man alle verschiedenen Losungen 

der Gleichung 

x^=(p,^), 

wenn man in 

Ä k 
^ :^ + ^.360o 
n n 

für k die Zahlen 0, 1, 2, 3,... bis n — 1 einsetzt, so daß, 
wenn i — 1 eine dieser Zahlen ist^ die Abkürzung: 



§ 19. Die binomischen Gleichungen. 159 

die n Losungen der Gleichung 

darstellt. Alle diese Lösungen haben also einen und den« 
selben Modulus yp^ und ihre Argumente sind: 

-8- a- 1 -8-2 

-, - + -.360^ - + -.360«, 

nun n n 

- + -.3600U.S.W. bis- + ^^-360o. 
n n n n 

Hierzu zwei Beispiele: 

1) Es sei die Gleichung: 

x5 = 2 + 2i 
zu lösen. Der Modulus p der komplexen Zahl 2 + 2i be- 

6^ 

trägt y4 + 4 = 2 y2, ihr Argument %^ 450^ so daß f 2 1/2 der 
Modulus jeder der fünf Lösungen der Gleichung ist, während 
ihre fönf Argumente sind: 

45« • 

—— = 90 sowie 

5 

zweitens: 9« + ^^ = 9« + 72o==81«; 

5 

drittens: 9« + |.360« = 9o + 144o=1530; 

viertens: 153 « + 72 « = 225 0; fünftens: 297«. 

Um die fünf Lösungen der Gleichung: 

x5 = 2 + 2i 
numerisch in der Form a + ib darzustellen, hat man als^o 

die Produkte von r 2/2^ mit den Cosinussen und den Si- 
nussen der folgenden Winkel zu berechnen: 

9«, 81«, 153«, 225«, 297«. 

Natürlich kann man diese Cosinusse und Sinusse auf 
solche von Winkeln reduzieren, die nicht großer als 45^ 
sind^ indemt 
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cos 810 + isin 81o = sm9<> + icos9<>; 

cosl53ö + i8inl53<>^ cos27o + isin270; 

cos 225ö + i sin 2250^ cos45^ — isin45<>; 

COS2970 + i sin 2970 =- + sin 27 « — i cos 27<> 

gesetzt werden kann. Wir prüfen, ob die vierte Lösung 
richtig ist, indem wir nachrechnen, ob die fünfte Potenz von 

— 1^2/2 cos 45« — 1^2/2 sin 450 
«ich gleich 2 + 2i ergibt. Dies ist der Fall, da: 

i. b 16 

— F2y2cos450 — y2/2sin45oJ =— 2/2(cos45o 
+ isin450)6 = -2y2(|/i-y(l + i)^=-i(l + i)5 

= -|(l + i)Ml+i)Ml+i) = -|(2i)(2i)(l + i) 

= — i(— 4)(l+i)==2(l + i)=«2 + 2ii8t. 

2) Es sei die Gleichung: 

x»-: — 1 

zu lösen. Der Modulus der komplexen Zahl — 1 ist + 1, 

ihr Argument 180^. Da y 1 =» 1 ist, so ist der Modulus 
der gesuchten 9 Lösungen 1. Ihre Argumente sind: 

i on 1 

^ 20«, femer 200 + ^.360» = 20« + 40« = 60», 

20» + 1 . 360« == 1000 u. g. ^. 

•7 

so, daß jedes folgende Ai^ument um ^^ = 40« größer ist, 

als das vorhergehende. Die gesuchten neun Lösungen der 
Gleichung x^== — 1 sind also: 

Xi = cos20o + isin20o, 

Xa = cos60« + ism60<>=^ + i'o/3^ 

Xß = cos 1000 + i sin 1000 ==— sin 10« + i .Qos 10^ 
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X4 = cosl40o + ißiiil40<> = — cos40<> + i.8in40o, 
X5 == cos 1800 + isin 1800 = — 1, 

X6 = cos220<> + i8in220ö=— COS400 — isin40^ 
x^ = COS260Ö + 1 sin 2600 = — siQ 10<>—icos 10^ 
X3 = cos 3000 + i sin 3000= + cos 600 — i sin 60« 

X9 = cos340o + i8in340o^+cos200 — i8in20o. 

Man hat also nur die Sinusse und Cosinusse der Winkel 
100, 200 und 40 aufzuscMagen, um die neun Lösungen der 
Gleichung x^ = — 1 auch numerisch angeben zu können. 



Die Werte von x, welche, für x eingesetzt, eine Glei- 
chung n-ten Grades befriedigen, nennt man auch „Wurzeln^ 
der Gleichung, obwohl nicht immer eine Wurzel- Aus- 
ziehung ausreicht, um solche Wurzeln zu finden. Alge- 
braisch heißt eine Gleichung, deren Unbekannte x ist, 
wenn in ihr eine ganze Funktion von x (vgl. § 3) gleich 
Null gesetzt ist Die hier behandelten binomischen Glei- 
chungen sind also sehr spezielle algebraische Gleichungen, 
indem die gleich Null gesetzte ganze Funktion von x ledigHch 
x** — a ist. Da die n Wurzeln jeder binomischen Gleichung 
samtlich einen und denselben Modulus haben, so müssen ihre 
Bildpunkte in der Gaussischen Zahlenebene (vgl. § 18) auf 
der Peripherie des Kreises liegen, der um den Nullpunkt 
dieser Zahlenebene beschrieben ist, und der den gemeinsamen 
Modulus als Radius hat. Wenn femer die komplexe Zahl, 
der in der binomischen Gleichung x*^ gleichgesetzt ist, das 
Argument ^ bat, so sind die Argumente ihrer n Wurzeln, 
wie oben gezeigt ist: 

^, --I---360O, - + -.3600, u. s. w. 
n n n n n 

bis ?: + ?~zl. 3600. 
n n 

Demnach ist das Argument jeder folgenden Wurzel um 
, d h. um den n-ten Teil der vollen Umdrehung großer 

Sehnberti Niedere Anulysii. II. \l 
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als das Argument der vorhergehenden Wurzeln. Daraus folgt 
aber, daß die Büdpunkte der n Wurzeln einer binomischen 
Gleichung die erwähnte um den Nullpunkt beschriebene 
Kreisperipherie in n gleiche Teile teilen. Wir können also 
den folgenden Satz aussprechen: 

DienPunkte, welche in der Gaussischen Zahlen- 
ebene die n Wurzeln der Gleichung x^ = a darstellen, 
wo a eine beliebige komplexe Zahl ist, liegen auf 
dem Kreise, der den Nullpunkt der Zahlenebene als 

Zentrum und den Modulus von y a als Badius hat, und 
zwar teilen jene n Punkte diesen Kreis immer in 
n gleiche Teile. Deshalb nennt man die binomischen 
Gleichungen auch Kreisteilungs-Gleichungen. 

Die oben gegebene Lösung der binomischen Gleichungen 
ist keine eigentliche Lösung, da sie, um deren Wurzeln an- 
geben zu können, voraussetzt, daß man den Cosinus und den 
Sinus von 

^ i 

- + -.3600 

n n 

finden kann. Die obige Lösung gibt aber in keiner Weise 
Mittel in die Hand, um 



cos 



(- + - . 360«) bezw. sin (- -f - . 360o) 
\n n / \n n / 



numerisch angeben zu können. Sie setzt vielmehr voraus, 
daß dem Lösenden Tafeln zu Gebote stehen, welche die Co- 
sinusse und Sinusse aller möglichen Winkel enthalten. Wie 
aber solche Tafeln zu berechnen sind, geht aus der obigen 
Lösung nicht hervor. Wenn es nun aber umgekehrt gelingt, 
Wiu*zeln der Gleichung x** = a auf anderem Wege zu finden, 
so liefert uns die obige Lösung das Mittel, um den Cosinus 
und den Sinus gewisser Winkel zu finden. Beispielsweise 
kann man die Gleichung x^ = 1 durch eine quadratische 
Gleichung lösen, und dadurch cos 120®, sin 120®, cos 240® 
und sin 240® finden. Denn aus X^ — 1=0 folgt: 

(X— 1)(X2 + X-1-1) = 0. 

fc Nun ergibt x — 1=0 die selbstverständliche Lösung 
j;= 1, wahrend ^ x^ + x + l = 
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die Lösungen: 



ergeben. Nach der obigen Losung aber kame^ außer 

x==co80<> + i8in0<>=l 
noch * 

cos 120 « + i sin 120 ^ und cos 240 <> + i sin 240^ 

so daß wir erkennen können^ daß: 

cosl20<> = — |, sinl20« = i^i/3, 



cos240ö== — J, 8in240o Ji/S 



sein muß. 



Wenn a eine reelle Zahl ist^ so unterscheiden sich die n 
Losungen von 

x"^ = a und von x"^ = 1 

a 

nur dadurch^ daß jede der n Wurzeln von x" = 1 mit ^a zu 
multiplizieren ist^ um die entsprechende Wurzel von x^«a 
zu liefern. Deshalb sind die Lösungen von 

x'^=l, 

die man die n-ten Wurzeln der Einheit nennt^ von 
grundlegender Bedeutung. La vielen Fällen kann man die 
Wurzeln der Einheit durch Lösen von Gleichungen finden^ 
deren Grad 2 nicht übersteigt. Hier folgen die n-ten 
Wurzeln der Einheit für n gleich 1 bis n gleich 6: 

1) Die erste Wurzel der Einheit ist +1> 

2) Die zwei zweiten Wurzeln der Einheit sind +1 
und — 1 ; 

3) Die drei dritten Wurzeln der Einheit sind schon 
oben gefunden^ nämlich: 

Xi = + 1> i,=-i + liy3. Xa-^l-ii/S; 

11* 
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4) Die vier vierten Wurzeln der Einheit gehen aus: 

X* — 1==0 
durch die Zerlegung: 

X*— 1«(X2 — 1)(X« + 1) = (X — 1)(X + 1)(X2+1)«0 

hervor^ und sind demgemäß: 

Xi = +1, X3 = +i, X3= — 1, X4 = — i; 

5) Um die fünf fünften Wurzeln der Einheit zu finden, 
schließen wir aus: 

x6=l 

x5— 1 = (x — I)(x* + x3 + x2 + x+ 1) = und lösen die 
Gleichung: 

X* + X3 + X2+X+1=0, 

indem wir sie durch x^ dividieren, und dann ihre Glieder so 
zusammenfassen, wie folgt: 



(^•+^)+(^+i)+i=o- 



«T . 1 1 

Wenn wir nun x + — = 7 setzen, also x* + — +2=«y*, 
1 ^ ^ 

also x« -f — = y« — 2, erhalten wir: 

y»_2 + y+l=0 
oder: 

woraus folgt: 

1 i/5" 1 1 /^ 

Nun war x + — = y gesetzt, woraus folgt: 

X« — yx+l=oO 
oder: 



r 
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Nun ist: 



,._44T|y5 + i-4.-^T|^, 



also: 



1. 



y^^T^^ - iiKlO ±2/5. 
Setzt man nun ein, so erhält man: 

Der Entstehung dieses Ausdrucks gemäße enthält dieser 
Ausdruck nicht acht, sondern nur vier Werte von x, da, 

wenn zu Anfang + j /5 gewählt ist, auch am Schluß nur 

-|-2'/5 zu nehmen ist und ebenso zu dem anfänglichen 
— j /ö am Schluß — 2/5 zugehört Also sind die fänf 
fünften Wurzeln der Einheit folgende: Xi = l und dann: 

:s, = + j (/ö - 1)+ ^ i )/lÖTi75 

^4 — i(y5+i)~iKio-2y5 

% = +j(y5-l)-iiKlO-2)^. 

Da es uns gelang, die fünften Wurzeln der Einheit auf 

anderem Wege, als durch die Gaussische Zahlebene zu 

finden, so haben wir dadurch auch die Cosinusse und Sinusse 

3600 

aller Vielfachen von — -— = 72^ ermittelt, nämlich: 

5 ' 

cos72o=sinl8o = l(y5— 1); 



Sin72o = cosl8o = l/l0 + 2y5; 



166 ni. Abschnitt. Gleichungen. 

cos 1440« — COS 36<>== —^ (/ö — l) ; 

siiil44o=+8in36o=+^/lO — 2y5. 

4 

Die beiden übrigen Wurzeln ergeben nur die soeben 
gefundenen Cosinus- und Sinus-Werte noch einmal. 

6) Um die sechs sechsten Wurzeln der Einheit zu finden, 
gehen wir von x^ = 1 aus, schließen daraus x^ — 1 = und 
zerlegen x® — 1 in Faktoren. So erhalten wir: 

X«— 1 = (X»— 1)(X3+1) 

= (x — I)(x2 4-x+l)(x + l)(x2— X + 1) = 0. 

Die vier nicht reellen Wurzeln ergeben sich also: 
aus x^ + x + l^O und aus x^ — x+l=«0, 
woraus folgt: 

^ |±^iy3un(ix=+| + li/3. 

Wenn wir nun die sechs Wurzeln wieder in derselben 
Reihenfolge schreiben, wie ihre Bildpunkte von dem Punkte 
+ 1 aus auf der Peripherie desjenigen Kreises aufeinander- 
folgen, der diese Punkte alle enthält, so erhalten wir: 

xi = + l; x2 = +^ + ^iy"3; x3==-l + ^i/3; 

X4- — 1; X5 = — -— giyS; xg^+g— 2^V3- 

Wenn man diejenige n-te Wurzel der Einheit^ welche 
das kleinste positive Argument hat mit s bezeichnet, so mu£ 

und überhaupt jede p-te Potenz von s, wo p ganz- 
zahlig ist, wiederum eine n-te Wurzel der Einheit 
darstellen, z. B. far n = 4: 

ii = i, i2= — 1, i3=_i, i*=: + l, 15= + i,... 
und überhaupt: 

1*«»= + 1, i*»» + i=+i, i4° + 2 = _l, i4n + 8=,_i. 
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Der Beweis dieses Satzes beruht darauf, daß nach § 18: 

/ 3600 , . . 360o\p p . . p 

(cos hisin =cos — 360*' + isin — 260^ 

\ n n / n n 

ist. Wenn n eine Primzahl ist, so müssen: 



•2 ff8 



S a • • • 5 



die sämtlichen n n-ten Wurzeln der Einheit auch dann 
darstellen, wenn s von 1 verschieden ist, sonst aber irgend 
eine n-te Wurzel der Einheit bedeutet Um dies zu be- 
weisen^ nehmen wir an, daß 

k k 

£ = co8-360o + isin-360o 
n n 

sei, wo k eine der Zahlen von 1 bis n — 1 ist. Dann ist 
8^ == 1. Daß 

wiederum Wurzeln der Einheit darstellen, folgt daraus, daß 
eP die (p mal k)-te Potenz von 

360« , . . 3600 

cos h ism 

n n 

ist. Es bleibt also nur noch zu zeigen übrig, daß die 
p-te Potenz und die q-te Potenz von 

s = cos-360o + isin-360o 
n n 

verschieden sein müssen, wenn p und q verschieden und 
kleiner als n sind. Wenn dieselben beiden Potenzen zu 
einer und derselben Wurzel der Einheit föhrteu, so 
müßten 

pk , qk 

^— und -^— 

n n 

entweder gleich sein oder sich um eine ganze Zahl unter- 
scheiden, d. h. 

(p — q) . k 

müßte durch n teilbar sein, was unmöglich ist, wenn p und q 
verschieden sind, und p, q, k sämtlich kleiner als n sind. 
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Hiernach stellen also^ wenn n Primzahl ist^ 

1, e, e», e», t^,... s«-i 

die sämtlichen n-ten Wurzeln der Einheit dar, wenn 
e nur irgend eine von 1 verschiedene n-te Wurzel 
der Einheit ist. 

Wenn e eine von 1 verschiedene n-te Wurzel der Einheit^ 
TO eine ebensolche m-te Wurzel der Einheit ist, und wenn 
n und m Primzahlen sind, fo erhält man die sämthcben 
(n mal m)-ten Wurzeln der Einheit, wenn man jede der n 

mit jeder der m Zahlen: 

n, 7)2, 7)8, n\ ... Y)"» 

multipliziert. Denn, wenn n' nicht größer als n ist und m' 
nicht größer als m ist, so hat das Produkt: 



die Eigenschaft, in die (n mal m)-te Potenz erhoben, die 
Zahl 1 zu ergeben. Zugleich erkennt man, daß man n mal m 
verschiedene Produkte erhält, von denen das letzte 

die Zahl 1 selbst darstellt. 

Wenn z. B. e eine der oben genannten von 1 verschiedenen 
dritten Wurzeln der Einheit, n eine der oben genannten 
von 1 verschiedenen fünften Wurzeln der Einheit bedeutet, 
so sind: ^^^ ^^2^ ^^s^ 3^4^ ^^5^ 

s»», s2y)2,* e^Yjä, s^Yi*, e^n^, 

S^Y), Z^n^, £^7)3, £3»*, z^m^ 

die sämtlichen 15 fünfzehnten Wurzeln der Einheit. Die in 
jeder dieser drei Zeilen zuletzt genannten drei Produkte 
sind die dritten Wurzeln der Einheit, weil 7)^= 1 ist, und die 
ffinf Produkte der letzten Zeile sind die fünf n-ten Wurzeln 
der Einheit, weil £3 = 1 ist. Zu diesen sieben Produkten, 
nämlich: ^^ g^ ^2^ ^^ ^2^ ^3^ ^4 

treten noch die folgenden acht Produkte hinzu: 

£7i, £Y1^ fiTi», fiTi*, £»71, £»71», fi» 7)3, £» 7J*. 
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'Übungen zn § 19. 

Wie heißt der Modulus p und das Argument 9^ 
bei den Wurzeln der folgenden Gleichungen? 

I)x2 = — i; 2)x8=.l + iy3; B) x^ 1 — i/3; 

4) X* 1; 5) x5 = 243; 6) x«= — 5 + 5i/3; 7) x8= 1; 

8) xio = + i. 

Wie heißt das größte Argument^ das < 360® ist, 
bei den Wurzeln der folgenden Gleichungen? 

9)x"= — 1; 10) x" = i^y3 + i.^; 11) x8« = — 3,45. 

Zeichne durch Teilung eines Kreises die Wurzeln 
der folgenden Gleichungen: 

12)xi« = l; 13)xi2« — 1; I4)x««l+i; 
15) xi«-64 + 64iyB. 

16) Stelle in Wurzelform cos 18® und siulS® dar, und 
zwar durch algebraische Lösung der Gleichung x^ = — 1. 

17) Berechne die zwölften Wurzeln der Einheit. 

18) Berechne die sechzehnten Wurzeln der Einheit. 

19) Eine 17-te Wurzel der Einheit ist ^, wie heißen 
die übrigen? 

20) Eine p-te Wurzel der Einheit ist e, eine q-te v), wo 
p und q Primzahlen sind, wie kann man dann die (p • q)-ten 
Wurzeln der Einheit ausdrücken? 

21) Wie kann man aus den fünfzehnten Wurzeln der 
Einheit die dreißigsten finden? 



§ 20. TerknüpAing der komplexen Zahlen 
durch die Operationen dritter Stufe. 

e^v=z C0S9 + i sin 9. 



Schon im § 26 der „Elementaren Arithmetik^^ (diese 
Sammlung, Band 1) ist gezeigt, wie die Verknüpfung zweier 
komplexer Zahlen durch die Operationen erster und zweiter 
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Stufe immer wieder zu komplexen Zahlen führte indem sich 
ergab: 

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i . (b + d), 

(a + ib) — (c + id) = (a-e) + i.(b-d), 

(a + i b) (c + i d) = (a c — b d) + i (a d + b c), 

a + ib _^ ac + bd . bc — ad 

c + id "" c2 + d2 "•" ^ c2 + d2 ' 

Dem Permanenz-Prinzip getreu, haben wir noch zu unter- 
suchen, ob die Verknüpfung zweier komplexer Zahlen durch 
eine der drei Operationen dritter Stufe wiederum zu kom- 
plexen Zahlen führt oder zu neuen Erweiterungen des Zahlen- 
gebiets Veranlassung gibt. (Vgl. „Elementare Arithmetik", 
§§ 9, 14, 25, 26). 

Als Basis einer Potenz und als Eadikandus einer Wurzel 
haben wir die komplexe Zahl schon im § 18 kennen gelernt, 
nur daß dort der Potenz-Exponent bezw. der Wurzel-Exponent 
als reelle Zahl vorausgesetzt wurde. Um auch den Exponenten 
einer Potenz oder einer Wurzel als komplexe Zahl auffassen 
zu können, setzen wir zunächst voraus, daß der Exponent 
eine rein imaginäre Zahl 

ix 

sei, und daß die Basis zunächst die bestimmte reelle Zahl e 
sei, die wir schon im § 9 als Grenzwert kennen gelernt haben, 
und die dann später im § 12 eine fundamentale Eolle ge- 
spielt hat Da 

wo ix eine beliebige rein imaginäre Zahl ist, noch keinen Sinn 
hat, wohl aber erkannt ist, daß für jedes reelle x e^ gleich 
der im § 12 abgeleiteten Potenzreihe gesetzt werden kann, 
so Kegt es nahe, 

e*^ 

durch diese Reihe zu definieren. Demgemäß setzen wir fest, 
daß e^^ gleich der Summe der Reihe ist, die entsteht, wenn 
man in der im § 12 abgeleiteten Potenzreihe für e^ ix statt x 
setzt. Es soll also sein: 

12x2 13x3 14x4 15x6 

e^^ = l+.x + — + — + — + — +... 



ßlX 
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Wir ersetzen jetzt die Potenzen von i bezw. durch +1, 
+ i, — 1, — i, je nachdem der Exponent^ durch 4 geteilt^ 
den Best 0^ 1, 2^ 3 läßt^ und erhalten: 

e _i+ix-2]-3T + 4i + -5]--6i 

Diese Eeihe läßt sich nun in der Form a + ib darstellen^ 
und zwar dadurch, daß man die Glieder zusammenfaßt, die 
kein i enthalten, und andrerseits die, die i enthalten. So 
bekommt man: 

L 2! ^4! 6!^'**J 
, .[ _^ , ?!_^ , 1 

Im § 16 ist aber erkannt, daß die Summe der Beihe in 
der ersten dieser beiden eckigen Klammem für jedes beliebige 
reelle x mit cosx identifiziert werden kann, und daß die 
Summe der Reihe in der zweiten Klammer ebenfalls für 
jedes beliebige reelle x mit sinx identifiziert werden kann, 
so daß wir erhalten, daß e** gleich einer komplexen Zahl 
ist, deren reeller Bestandteil cosx ist, wahrend ihr rein ima- 
gioarer Bestandteil i • sinx ist, oder daß für jedes beliebige x: 

1) e** » cosx + isinx 

gesetzt werden darf. Der Modulus der rechts entstandenen 
komplexen Zahl ist 1, das Argument x. Multiplizieren wir 
beiderseits mit r, so erhalten wir: 

2) r • e** = r (cos x + i sinx). 

Jede beliebige komplexe Zahl, deren Modulus r und deren 
Argument 9 ist, kann also mit 

r • e*^' 

identifiziert werden. Die Einführung der lediglich mit 1 be- 
zeichneten natürlichen Logarithmen (vgl. § 13) gestattet 

ßs ^^ r durch ei' 

zu ^setzen, so daß wir erhalten: 

3) e^'+*^ = r(cos<p + isin9). 
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Die. rechte Seite dieser Gleichung bleibt ungeändert, wenn 
man 9 um 2 m 77 wachsen läBt^ wo m ganzzahlig ist. Aus 
der linken Seite wird aber: 

Nimmt man dann beiderseits den natürlichen Logarithmus, 
so erhält man rechts den naturliehen Logarithmus der be- 
liebigen komplexen Zahl, die den Modulus r imd das Argu- 
ment 9 hat, links aber erhalt man: 

Ir + i9 + i • 2m9, 

Wir haben also: 

4) 1 [r (COS9 + isin9)] = Ir + 19 + 2im7r. 

Der natürliche Logarithmus einer komplexen Zahl (r, 9) hat 
also unzählig viele Werte, die man erhält, wenn man 

Ir + i9 

beliebig oft um 2i'7r wachsen oder abnehmen läßt. Diese un- 
zählig vielen Werte bilden also eine arithmetische Beihe mit 
der konstanten Differenz 2i7r. 

Insbesondere ergibt sich aus 4) für r = 1 und für 9 = ^, 

IT TU TT TT 

"P=2' ^"3' *P=4' "P=6 
beziehungsweise : 

a) 1(— l) = i7r + 2miTC.= i7r(2m+ 1), 

b) l(i) = i| + 2mi7r = ^(4in + l), 

c) l(-| + i.ly3)=i| + 2mi«, 

e) l(Ay3 + i.-|) = i| + 2ini7r. 

Bisher haben wir als Basis der besprochenen Potenzen 
und Logarithmen die besondere Zahl e betrachtet. Um all- 
gemeiuer zu finden, daß auch eine Potenzierung, bei der 
Basis und Exponent beide komplex siad, zu einer komplexen 
Zahl führt, haben wir den Ausdruck: 
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(a + ib)«+*^ 

zu untersuchen. Der Modulas der Basis a + ib sei r, das 
Aigument 9^ so daß (§ 18): 

a + ib =« r(co89 + isinf) = re*'' 

gesetzt werden kann. Wir haben also den Ausdruck: 

ZU prüfen. Da, wegen des Permanenz-Prinzips, die Rechen- 
regeln der dritten Stufe besteben bleiben müssen, auch wenn 
der Exponent nicht reell ist, so erhalten wir: 

= r® • r^* • e*®'' • e*"*'' == r® • e**^*^ • e*®'' • e~"*^ 

Wir erkennen also, daß die (c -|- id)-te Potenz der komplexen 
Zahl r(cos9 + isinf) wiederum eine komplexe Zahl ist, deren 
Modulus: j.c^— dy 

ist, und deren Argument: 

dir + 09 

ist Nur muß dabei beachtet werden, daß die angegebene 
komplexe Zahl nur eine von unzählig vielen solchen Zahlen 
ist, die mit der (c + id)-ten Potenz von r(cos9 + ishi?) 
identifiziert werden können. Da man nämlich 9 um 2m7r 
vermehren oder vermindern kann, wo m eine ganze Zahl ist, 
so erhalt man allgemeiner: 

Beispielsweise berechnen wir: 



i*. 



Argument 9=^, 



• j _ — -r — 8m» 



v= e « , 

wo m eine positive oder negative ganze Zahl ist Denmach 
ist i^ mit unzählig vielen reellen Zahlen zu identifizieren, 
von denen eine 



e""T = l:eT 



174 ni. Abschnitt. Gleichungen. 

ist^ und von denen alle andern aus dieser dorch eine geo- 
metrische Beihe hervorgehen^ deren konstanter Quotient 

ist. 

Daß auch die (c + id)-te Wurzel aus a + ib unzahlig 
viele komplexe Zahlen ergibt^ folgt daraus^ daß 

ist, also die genannte Wurzel gleich der ( — — T-jl-ten Potenz 
von a + ib ist, und daß ^^ + ^^^ 



c + id c2 + d2 c2 + d2 

ist. 

Was endlich den Logarithmus von a -j- ib zur Basis 
c -f id ist, so läßt sich auch dieser unzählig vielen komplexen 
Zahlen gleichsetzen. Nach der im § 32 der „Elementaren 
Arithmetik^^ mit VI bezeichneten Formel ist nämlich : 

log(a + ib) zur Basis c + id 
1 •• i, 1 (a + ib) 

s^*'"^ n^+id)' 

wo 1 den natürlichen Logarithmus bedeutet (hier § 14). 
Nun. ist aber der natürliche Logarithmus einer komplexen 
Zahl schon oben ausgedrückt, nämlich: 

1 [r (cos9 + isin9)] = Ir + 19 + 2im7r. 

Wenn wur also Modulus und Argument von a + ib 
r und 9 nennen, sowie Modulus und Aigoment von c + id 
r' und 9', so ergibt sich, daß 

log [r (C0S9 + isin9)] zur Basis r'(cos9' + isiii9') 

gleich dem folgenden Quotienteu ist: 

Ir + i(9 + 2m'7r) 
lr' + i(9'+2m'7r)' 

wo m und m' positive oder negative ganze Zahlen sind. . Daß 
aber ein solcher Quotient zweier komplexer Zahlen eine kom- 
plexe Zahl ergibt, ist schon in der „Elementaren Arithmetik'^ 
(§ 26) erörtert 
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Hiemach lautet also das Besultat unsrer Untersuchung: 

Die Verknüpfung komplexer Zahlen durch die 
Operationen dritter Stufe führt immer wieder zu 
komplexen Zahlen^ also nicht zu einer neuen Er- 
weiterung des ZahlengebietSy nur daß im allgemeinen 
eine einzige solche Verknüpfung unendlich viele 
komplexe Zahlen ergibt. 

Hiernach ist also die komplexe Zahl a -f ib^ wo a und b 
positive oder negative Zahlen bedeuten, die allgemeinste Zahl- 
form, auf welche die Arithmetik der sieben Operationen 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung, 
Radizierung, Logarithmierung durch das Permanenz-Prinzip 
führen kann. 



Übungen zn § 20. 

Entwickele: 

l)e-i^; 2)^(e+^^ + e-*-); 3) ^(e+^^-e-i-). 

Beweise die Identitäten: 

4) cosx = — (e** + e"~^*); 5) sinx = -^ i (e—** — e+*^); 

•^ e*** e*** + 1 

6) tg^ - i • 1 ^ g»ix ? 7) cotgx = i ^„^ _ ^ • 

4 

Welcher komplexen Zahl sind die folgenden Aus- 
drücke gleich, in dem a reell ist: 

8) a^^? 9) a^+*y? 10) a^-^y? 11) a-*^+*y? 

12) Beweise das im § 18 gefundene Resultat 
(cosx + isinx)™ = cosmx + isinmx 
durch die hier gegebene Definition von e**, 
13) Beweise die Identität: 

2™cos™x = e*"** + ^e(°*-*)**4- °^^°^ ) ^jm—k^^^L 

1 ■ 1*2 



176 ni. Absohnitt. Gleichungen. 

14) Beweise mit Hilfe von 13): 

^ . Dl / «s . Di(in — 1) , .c 
2"*co8™x = co8mx + — co8(in— 2)xH ^ — ^r— ^cos(m-^4)x + .. 
15) Beweise: 

^^^^ (l+itgx)- + (l-i1gx)« 

Benutze Nr. 15)^ um durch tgx und Binominal- 
koeffizieuten auszudrücken: 

16)tg3x; 17) tg4x; 18) tg5x; 19) tg7x. 

20) Benutze 4) und 5), um cos(x + iy) und 8in(x + iy) 
zu definieren. 

21) Stelle (Nr. 20) tg (x + iy) und cotg (x + iy) in der 
Form a + ib dar. 

22) Wenn x selbst reell ist; so ist cos ix immer reell 
und sin ix immer rein imaginär. Warum? 

Berechne: 

23)cosi; 24) sin i; 25) seoiy2; 26) 8in(| — i); 

27)cos(| + i7r); 28)tg(|-ij). 

29) Benutze 20), um zu zeigen, daß die für sin (u + ^)j 
sin (u — v), cos (u + v), cos (u — v) in der Trigonometrie be- 
wiesenen Formeln auch gültig sind^ wenn u und v komplexe 
Zahlen sind. 

Beweise die Formeln: 

1 1 + c 

30) arctgic = — il . für c*<l, wo 1 das Zeichen 

2 1 — c 

för den natürlichen Logarithmus ist; 

31) arctgic = -iil-^^färc«>l. 

Schreibe als komplexe Zahl in der Form a + ib 
dar: 

32)l(-i); 33)l(l + i); 34)1(3-41); 35) 1 (-1-1/3). 
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Stelle als komplexe Zahl dar: 

36)(-i + ^iy3y"^\ 37) (re'»)-". 

Berechne: 
38) (cos I — i sin |Y; 39) (cos | — i sin |)~"; 40) (— ly ; 

I, 1+1 

41) i"; 42) i'V«; 43) i-»Vi; 44) yT^i; 45) VT^. 

Drücke als Quotient zweier komplexer Zahlen 
aus: 

46) %(3 — 31) zur Basis (^2 + iy2); 

47) log (l/l + ij/lj zur Basis (1-1^3). 

48) Schreibe als komplexe Zahl : lQg(l — i) zur Basis (1 + i). 

49) Schreibe mit Benutzung des Buchstabens m^ der jede 
beliebige ganze Zahl bedeuten soü^ die unzahlig vielen kom- 
plexen Zsüblen, die gleich (1 -f i)^ gesetzt werden könneu. 

Beweise: 

50)ll = 2m7r.i; 51) 1(— 1) = (2m + l)7r.i; 

52)l(i) = (| + 2m7r)i; 

53) 1* = e-2m« . 54) yi = e^ . e«"^^ ; 



55) l(a +ib) = ^^a* + b^) + i . arctg (- + 2mA wenn 
a>Oist; ^ ^* ^ 

56) l(a + ib) = i 1 (a^ + b«) + i • arc tg (- + 2m7r + A 
wenn a<0 ist ^ \a / 

57) Die nn zahlig vielen Werte, die man gleich log(re**) 
zur Basis r^e^^^ setzen kann, erhalt man, wenn man aus den 
beiden Gleichungen v • 1 r' — (^' + 2 k' tt) • w = 1 r und 
w . Ir' + (^' + 2k' w) . V « ^ + 2 kw die Größe v und w 
berechnet, und jedes so resultierende Wertepaar zu einer 
komplexen Zahl v + iw zusammen&ßt Beweise dies. 
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§ 21. Allgemeine Eigenschaften der algebraischen 

Gleichnngeil. 

Schon im § 3 haben wir den Ausdruck 

y = x'^ + aiX^-i + a2X''-2^.,.an, 

wo X veränderlich ist, a^, a2, »g, ... an aber konstant sind, 
als eine ganze Funktion von x bezeichnet. Setzt man 
für X irgend einen Wert ein, so ergibt sich ein ganz be- 
stimmter Funktionswert y. Ist insbesondere y = 0, so nennt 
man die entstehende Gleichung eine algebraische, und es 
erwächst dann die Aufgabe, die algebraische Gleichung zu 
lösen, d. h. diejenigen Werte von x zu bestimmen, durch 
deren Einsetzung die Gleichung erfüllt wird, oder, was das- 
selbe ist, die Veränderliche x so zu bestimmen, daß der 
Wert der ganzen Funktion Null wird. Wir werden sehen, 
daß es immer n solcher Werte von x gibt, wenn n der Grad 
der Funktion ist, oder, was dasselbe ist, daß eine Gleichung 
n-ten Grades n Wurzeln hat. Um dieses zu beweisen, bedarf 
man freilich eines Satzes, der zuerst von Gauss auf mehr- 
fache Weise bewiesen ist, dessen Beweis aber höhere mathe- 
matische Mittel benutzt, als die sind, die der „Niederen 
Analysis'^ zu Gebote stehen. Dieser Satz, den man den 
„Gaussischen Fundamentalsatz (Jer Algebra" nennt, spricht 
aus, daß jede algebraische Gleichung mindestens eine Wurzel 
haben muß, oder, was dasselbe ist, daß es immer mindestens 
einen Wert von x geben muß, durch dessen Einsetzung eine 
ganze Funktion von x Null werden muß. Dabei ist zu be- 
achten, daß dieser Wert nicht reell zu sein braucht, sondern 
auch eine komplexe Zahl (§18): 

a + ib \ 

sein kann, in der b von Null verschieden ist, selbst wenn die 
n Konstanten: 

%^ ^2^ ^3^ ... an 

^e reell si&d: Wenn nicht das Gegenteil ausdrücklidi ge- 
sagt ist, sollen diese n Konstanten immer als reelle Zahlen 
vorausgesetzt werden. 

Daß eine Gleichung n-ten Gradeis genau n Würzein 
haben muß, kann man auf folgende Weise leicht beweisen. 
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Nach dem Gaussiscben Fandamentalsatz muß es einen Wert 
von X geben, für welchen in 

1) . y = x» + aiX»-^+a2X'^-2+...+a„ 

y = werden muß. Bezeichnen wir diesen Wert von x mit 
Xi, so soll also sein: 

2) = xJ + aiX^-i + a^xJ-« + a3Xj-«+...a„_iXi+an. 

Durch Subtraktion der Gleichung 2) von 1) ergibt sich: 

3) y = (x^ — xj) + ai (x'^- ^ — xj- ^) + % (x"^ -« _ xj -2^ 

+ ... +an-i(x— Xi). 

Jede. der in 3) vorkommenden Klammem ist nun dnrch 
X — Xi teilbar, da, nach § 15 der ,^lementaren Arithmetik'^ 

xP — xP=(x — Xj) (xP-i + xP-2.Xi+...xP-i) 

sein muß. Deshalb können wir aus der rechten Seite von 
3) die Differenz X — x^ absondern. Der dann als Faktor^ 
von , X — XjL entstehende Ausdruck ist dann wieder eine* 
ganze Funktion von x, aber nui* vonl Grade n — 1, weil der 
höchste in ihr vorkonunende Exponent von x n — 1 ist. Also 
Ikommt aus 3): 

y = (x — Xi)[x'^-i + biX'^-2+b2X*^-»+...bn-i], 

wo die neuen Konstanten b^, b2,...bn_i sich irgendwie aus 
den Konstanten % , ag , . . . an zusanmiensetzen. Nach dem 
Gaussischen Fimdamentalsatz muß es nU(n wieder mindestens 
einen Wert von x geben, für den die in eckige Klammer 
gesetzte ganze Funktion (n — l)-ten Grades Null wird. Dieser 
Wert von x sei Xg, so daß 

0=-(x-Xi)[xJ-l+biX5-« + b2Xj-8+... + bn-i] 

wird. Wenn wir nun. wieder, mit Xg so verfahren, wie oben 
mit Xi verfahren ist, erhalten wir: 

y « (X — Xij(x — X2)(X'»-* + q X«»-» + C2X'^-*+ ... Cn-äO- 

• Der nächste, .wieder ebenso zu ma(dielide Sehritt: führt 
uns daam zu: ; : -. r. 

y = (x — xO(x— X2)(x — :^)[x"-»+AX'^'^^^T■.•:.dÄ;-^]. 

12* 
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So kann man beliebig fortfahren, und^ da der Grad der 
entstehenden ganzen Funktion immer um 1 kleiner wird^ so 
muß sohlieäliob kommen: 

y = (x — Xi)(x— X2)(x — X8)...(x — Xn_i)[xi + k], 

und, wenn mit Xn der Wert von x bezeichnet wird, der 
x^-|-k zu Null macht,' erhält man: 

4) y=(x— Xi)( — X2)(X — X8)...(X — Xn-i)(x — Xn). 

Dieses Resultat lautet in Worten: 

Eine ganze Funktion n-ten Orades ist gleich 
dem Produkte von n Differenzen, welche sämtlich 
den Minuendus x haben und als Subtrahendus |n 
Zahlen haben, welche, für x eingesetzt, verursachen^ 
daß die ganze Funktion den Funktionswert Null 
bekommt 

Hiermit ist zugleich bewiesen, daß eine Gleichung 

n-ten Grades n Wurzeln hat. Daß sie nicht mehr haben 

* kann, folgt daraus, daß die ganze Funktion, die durch sie 

^eich Null gesetzt ist, sonst von höherem als dem n-ten 

Urade werden würde. 

Die Gleichung 4) läßt zugleich den Zusammenhang er- 
kennen, der zwischen den n Koeffizienten 

^> %> ^f . * ., an 
einer Gleichung n-ten Grades: 

= x» + aiX'^-i + a,x»-«+...+an 

und ihren n Wurzeln: 

^l> ^f ^> • • •) ^n 

besteht. Wenn man nämlich auf der rechten Seite von 4) 
nacheinander die Klammem löst, so erhalt man xuerst: 

(X — Xi)(x — X2) = X« — XiX — XgX + XjXj 

= X2 — (Xi 4-X2)x4-Xi Xjj, 

dann: 

(X — Xi)(x— X2)(X — X8)=-XS— x2(Xi-|-X2) + XXiX,— X«X8 
— (Xi Xg +X8 X3)X — Xi X^Xg =X8 — (Xj +X2 +Xg)x« 

+ (Xi Xa -I- Xi X3 + Xa X3) X — Xi X2 Xg. 
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In derselben Weise erhält man hieraus: 

(X — Xi)(x — X2)(X — X8)(X — X4) = X*— (Xi+Xg+Xg+Xjx« 
+ (Xi Xj +Xi Xg + X1X4 + X2X8 4.X2 X4 +X8X4)X« 

(^1 ^ ^8 "1" ^1 ^ ^4 "1* ^1 ^3 ^4 "f" ^2 ^3 ^4) ^ "1* ^1 ^ ^8 ^4 

U. 8. W. 

Wenn nun also, der Kürze wegen, 

Xi + 3^2 + X3 + . . . + Xa mit f 1 

Xi X2 + 3^1 Xg + • • . + Xn - i^n mitfa 

Xi Xg X3 + Xj Xg X^ 4* . . . + Xn _ 2 Xn — 1 Xn HUt Ig 

U. S. W. 

bezeichnet, so ist: 

bis an = (— l)"fn. 
In Worten lautet dieses Eesultat: 

Der erste Koeffizient a^ einer Gleichung n-ten 
Grades ist gleich der negativen Summe aller n 
Wurzeln, der zweite Koeffizient ag ist gleich der 
positiven Summe der Produkte von je zwei der 
n Wurzeln, der dritte Koeffizient 83 ist gleich der 
negativen Summe der Produkte von je drei der 
n Wurzeln, u. s. w., so daß der n-te Koeffizient an 
gleich dem positiven oder negativen Produkt aller 
n Wurzeln ist, je nachdem n gerade oder ungerade 
ist. Dabei ist immer vorausgesetzt, daß die eine Seite der 
Gleichung Null ist, und daß der Koeffizient von x** gleich 1 ist. 

Hiemach kann man leicht die zur Losung einer Gleichung 
umgekehrte Aufgabe lösen, die darin besteht, die Koeffizienten 
und damit die Gleichung selbst anzugeben, wenn ihre sämt- 
Kchen Wurzeln gegeben sind. Hierfür einige Beispiele: 

1) Wie heißt in der eingerichteten Form diejenige 
Gleichung, deren Wurzeln 3, 4, ^ heißen? Es ergibt sich 

a, = _(3 + 4+|) = -^; «, = +(34 + 4.1 + 12)=^; 
a3 = — 3*4- — = — 6, so daß die Gleichung selbst heißt: 

X»— yX2+^X — 6 = 0. 
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2) Wenn die Wurzeln einer Gleichung vierten Grades 
1, 3, 4, — 8 sind, so ergibt sich: 

a^ =_(l + 3 + 4 — 8)=«0; 

82 = + (1.3 + 1-4— 1.8 + 3 -4 — 3.8 — 4.8) 

= + (3 + 4 — 8 + 12 — 24 — 32) =-19 — 64 45; 

ag = — (1 . 3 . 4 — 1 . 3 . 8 — 1 . 4 . 8 — 3 . 4 .8) 

= _(12 — 24 — 32 — 96) = — (— 140)= + 140; 

a^= + [l.3.4.(— 8)]^ 96; 

so daß also die gesuchte Gleichung: 

x^— 45x2 + 140x — 96 = 
lautet 

3) Die Wurzeln einer Gleichung seien 

0, 1, | + |i/3, i-ii/3; 

SO ergibt sich für ihre Koeffizienten: 

a4 = 0. 

Die Gleichung selbst lautet also: 

x* — 2x3 + 2x2 — x = 0. 

3) Von einer Gleichung sechsten Grades seien drei 

Wurzeln gleich + — , drei gleich — — • Wie heißt die Glei- 

o o 

chung in solcher Form, daß rechts und links nur positive 

Glieder stehen^ und die Koeffizienten ganzzahlig sind? Man 

erhalt: (x- 1)' (x+ i)' = (x^- 1)' = 0. 



ai 
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Daher: 

X* x2 1 

3^27 729 ' 
woraus man die gewünschte Form erhalt^ nämlich: 

729 X« + 27 x2 == 243 x^ + 1. 

6) Eine Gleichung, welche die ffinf Wurzeln: 

1 + 1/2, l~i/2, 2 + i/3, 2-i/3, -6 
besitzt, muß in der eingerichteten Form lauten: 
xß — 18x3 + 82x2- 135x + 126 = 0. 

Daß eine algebraische Gleichung, deren Koeffizienten 
sämtlich reell sind, auch komplexe Wurzeln haben kann, 
zeigen die obigen Beispiele. Doch läßt sich beweisen, daß 
solche komplexe Wurzeln immer paarweise vorkommen müssen, 
indem, wenn a + i b eine Wurzel der Gleichung ist, auch 
die zu a + ib konjugiert-komplexe Zahl a — ib eine Wurzel 
sein muß. Um dieses zu beweisen, nehmen wir an, daß r, 
der Modulus, 9 das Argument einer komplexen Zahl sei, 
welche die Gleichimg: 

x'^ + ai x^^-i + a^ x"^-« ^ .. . + a„ -= 

erfüllt. Wir haben dann zu beweisen, daß sie auch durch 
eine komplexe Zahl erfüllt wird, deren Modulus r und deren 
Argument — <p ist. Nach der Voraussetzung erhält man 
bei Anwendung der in § 18 bewiesenen Moivr eschen Formel: 

r^ [cos n 9 + i sinn (p] + a^ r^ "" ^ [cos (n — 1) 9 + i sin (n — 1) 9] 
+ . . . + an — 1 r [cos 9 + i sin 9] + an = 0. 

Da nun nach § 18 sowohl die Summe der nicht mit i 
multiplizierten Produkte Null sein muß, als auch die Summe 
der mit i multiplizierten Produkte, so erhalten wir die beiden 
Gleichungen: 

r^cosn9 + air'^"-^cos(n — l)9 + a2r^"~^cos(n — 2)9 

+ . . . + an = 
und: 

r° si a n 9 + ai r'* — ^ sin (n — 1 ) 9 + a^ r° ~ 2 sin (n — 2) 9 

+ . . . an _ 1 r sin 9 = 0. 
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Wenn wir jetzt die zweite dieser beiden Gleichungen 
mit i multiplizieren und dann von der ersten subtrahieren^ 
erhalten wir: 

r^ [cos n9 — isinn9]+aii*~^ [cos (n — 1)9 — i sin (n — 1) 9] 
+ ... +an_ir[cos9 — isin9] +an = 0. 

Diese Gleichung zeigt aber^ daß die Einsetzung der 
konjugiert komplexen Zahl 

r (cos 9 — i sin 9) 

die vorliegende algebraische Gleichung richtig macht. Eine 
komplexe Zahl kann also nur dann Wurzel einer algebraischen 
Gleichung mit reellen Koeffizienten sein^ wenn es auch die 
konjugiert-komplexe Zahl ist. 



Übungen zu § 21. 

1) Jemand erkennt, daß eine Funktion dritten Grades 
durch X — 2, x — 5 und x + 7 teilbar ist. Für welche 
Werte von x wird die ganze Funktion zu Null? 

Wie heißt eine Gleichung, deren rechte Seite 
Null ist, und bei der der Koeffizient der höchsten 
Potenz von x eins ist, falls ihre Wurzeln heißen: 

2) 3 und -4; 3) 1, 5, -6; 4) 4, -2, +3, —9; 
öj i, A^, ^, ü, b)^, -, g, T) --, --, --, 

8) 1 + i, 1-i; 9) l + iys, l-i/3, 8; 
10) dreimall und viermal— 1; 11) 1+i, 1 — iund viermal 0. 

12) Eine Gleichung sechsten Grades hat drei Wurzeln, 
die die negativen Werte der übrigen drei Wurzeln sind, wie 
heißt in ihr der Koeffizient von x^? 

13) Eine Gleichung achten Grades hat vier Wurzeln, 
welche die reziproken Werte der übrigen vier Wurzeln sind, 
wie heißt in ihr das von x freie Glied? 

14) Eine Gleichung vierten Grades hat zwei Wurzeln, 
die beziehungsweise 2 — i und 3 + 2 i heißen, a) Wie heißen 
die beiden andern Wurzeln, falls die Koeffizienten reell 
sind; b) wie heißt die Gleichung? 
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15) Eine Gleichung sechsten Grades hat zweimal die 
Wurzel + 1 und zweimal die Wurzel — ^ + o ^ /^ • ^^® 
heißt die Gleichung, falls ihre Koeffizienten reell sind? 



sowie 



§ 22. Lösimg der Gleichimg dritten Orades. 

I) Wenn x» + ax + b « ist, und D = (|y+ (|)*^0, 

ie: v«l/— ^ +/D und w «1^— | — /D ist, 
soi8tXi = v + w; X2 = — -(v + w)+2i/3(v + w); 

^8 = --|(v + w)— |i/3(v + w). 

n) Wenn aber bei x» + ax + b = 0, D = (2]+ (|)*<0 ist, 

8oist::xi = 2j/-|.cos|; X2 = 2l/~|. cos (I + 1200); 

b 
si = 2]/— I . cos (| + 240»j; falls cos«- = . . g ist. 

TTT\ • C 

ni) X* + ex* + dx + e = wird durch x = y — -^ zu: 



Wenn man, itn Sinne der „Elementaren Arithmetik^^, 
aus x^»8 lediglich x»y8»2 schließt, so hat man das 
Zeichen y~ als eindeutig betrachtet. Wenn man jedoch aus 
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x3 = 8 im Sinne des § 19 dieser ,^iederen Analysis" sdJießt: 

x=)'8=2 oder 2 ■ (— ^ + ^i-ß) =- —1 +i-ß 

oder 2.(-l-liy3) = -l-i/3, 

SO hat man das Zeichen j^als dreideutig aufgefaßt Hier soll 
nun aber dieses Zeichen immer als eindeutig betrachtet werden. 
Demnach hat die binomische Gleichung dritten Grades 

x3 = A, 
wo A reell ist, drei Wurzeln, nämlich: 

Da nämlich nach § 19 die Zahlen 
— — + — i/3 und — — — pi/S^ ebenso wie 1, 

die Eigenschaft haben, in die dritte Potenz erhoben, die Zahl 
1 zu ergeben, so hat auch jede der beiden Zahlen 

la.(-i+iiy3)w>d'yÄ.(_l-ii4 

die Eigenschaft, in die dritte Potenz erhoben, die Zahl A zu 
ergeben, ist also eine Wurzel der Gleichung 

x3 = A. 

Aus den im § 19 behandelten Eigenschaften der Wurzeln 
der Einheiji, geht hervor, daß, wenn man eine der beiden 
nichtreellen dritten Wurzeln der Einheit e nennt, jede Potenz 
von e wiederum eine dritte Wurzel der Einheit ergibt, and 
daß insbesondere e^ gleich der andern nichtreellen dritten 
Wurzel der Einheit ist. Wir werden demgemäß im folgen- 
den immer 

— -i + ^i/ä mit e und —^ — -^1^3 mit e» 

bezeichnen. 

Eine Gleichung heißt dritten Grades, wenn sie sich auf 

die Form: x^ + cx^ + dx + e « 
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bringen läßt, wo x die gesuchte Unbekannte, c, d, e bekannte 
Zahlen sind, die wir, wenn nicht das Gegenteil ausdrücklich 
gesagt ist, als reell betrachten wollen. Wenn von den be- 
kannten Zahlen c, d, e, die man die Koeffizienten der Glei- 
chung dritten Grades nennt, c und d beide Null sind, so 
hat die Gleichung nach dem Obigen die drei Wurzeln: 

*/ ^/ */ • 

Xj = y — e ; X2 = y — e • e ; x^ === y — e • e^. 

Wenn von den Koeffizienten c, d, e nur c Null ist, also d 
und e nicht Null zu sein brauchen, so läßt sich die Un- 
bekannte x durch die Koeffizienten d und e ausdrücken, wie 
aus dem folgenden hervorgeht. 

Um aus 

1) x3 + ax + b =- 

zu finden, in welcher Weise x von a und b abhängt, setzen 

^^^ X = V + w. 

Durch Einsetzen erhalten wir dann: 

v3 + 3v2w + 3vw2 + w3 + a (v + w) + b = 
oder: 

[v3 4- w3 + b] + 3vw(v + w) + a(v + w) =- 
oder: 

2) [v3 + w3 + b] + (3 VW + a) (v + w) = 0. 

Wir haben durch das Einsetzen von x = v + w zwei 
neue Unbekannte eingeführt Wir haben daher noch die 
Freiheit, über v und w zweckmäßig zu verfügen, und ver- 
fügen so, daß 3^^ ^ ^ 

Null werden soll. Um dann die Gleichung 2) befriedigen 
zu können, muß auch 

v3 + w^ + b = 0. 

Somit haben wir das Problem der Lösung der Glei- 
chung 1) durch die Substitution x = v + w auf das Problem 
zurückgeführt, v und w aus dem folgenden Gleichungssystem 
zu bestinmien : 

3vw + a = 

v3 + w» + b =- 
oder aus: 
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4) v^ + w^ = — b 

/ Man kennt also von den gesachten Unbekannten das 
Produkt und die Summe ihrer dritten Potenzen. Dadurch; 
daß wir das Produkt mit 3 potenzieren, gewinnen wir von 
den dritten Potenzen der Unbekannten Summe und Produkt, 
können also diese dritten Potenzen nach § 28 der ^Elemen- 
taren Arithmetik'^ durch eine Gleichung zweiten Grades be- 
stimmen. Aus den dritten Potenzen können wir dann auch 
die Unbekannten selbst berechnen, nur daß wir dabei zu be- 
achten haben, daß nicht jedes Wertepaar, das die Gleichung: 

(v.w)3=(_iy 

erfüllt, notwendig auch die Gleichung: 

a 
V.W 3 

befriedigen muß. 

Indem wir nun das vierfache Produkt von 

(v . w)^ = v^ • w^ = — ^ 

von dem Quadrat der Gleichung v^ + w^ = — b subtrahieren, 
erhalten wir das Quadrat der Differenz von v^ und w^, näm- 
lich: 

(V3_ w3)2 = (yS 4- w8)2 — 4 . V» • W» 

\ 27/ ^ 2Z 

Daher kommt: 

oder: 



Verbindet man nun 5) mit der Hälfte von 4) durch Addition 
und Subtraktion, erhält man: 
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8 



und: 

Der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck heißt die 
Diskriminante der Gleichung. 

Wenn wir nun voraussetzen^ daß außer a und b^ auch 
die Diskriminante: 

ist, stellen die Oleichungen 6) und 7) zwei binomische Olei- 
chnngen dritten Grades dar^ wie sie oben behandelt sind« 
Jede von ihnen ergibt also drei Wurzeln^ nämlich: 






8 

w 



Jede Zusammenfassung eines der Werte von v^mit. 
irgend einem der Werte von w erfüllt nunmehr die Gleichung 
v^ + w* = — b, wenn wir dafür sorgen^ daß nur solche Werte 

von V und w ZDsammeDgefaßt werden, in denen vor yö 
entgegengesetzte Vorzeichen stehen. Auch erfüllt jede solche 



a» 



Zusanmienfassung die Gleichung v^ • w^ »> — -^s da ja dann 

unmer i. k 

-| + yDmit-|-yD 

zu multiplizieren ist^ was ergibt: 

i)*---©-fö)'+(i)1--fe)*- 
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a» 



Wir haben aber nicht die Gleichung v*«w^=* — ^ zu 
erfüllen, sondern die oben mit 3) bezeichnete Gleichung 

V • w == — ö" • Wir dürfen daher von den obigen neun Zusammen- 

a 
f assungen nur solche auswählen, bei denen v • w = — -^ kommt 

Es paßt daher für die Lösung der Gleichung x3 + ax + b=?=0 
nur zusammen: 

erstens: v^ mit w^; 

zweitens: Vg mit Wg, weil e • e* = e^ = 1 ist; 

drittens: Vg mit W2, weil e^ . s = s^ = 1 ist. 

Wenn wir also, bei Festhaltung der oben gemachten 

Voraussetzung (—1 +(0^) =D>0: 

y_| + yD mit V und L^— ^— /D mit w 

bezeichnen, so ergeben sich fiir die Lösung der Gleichung 
x^ + a3c + b = die drei Wurzeln: 

8) Xi = v + w; X2 = ev + s*w; X3 = s2v + «w. 

Da die dritte Wurzel der Einheit: e= — ö + K^lß 
ist, und die andere komplexe dritte Wurzel der Einheit 
£2 = -^-. — i^S ist, so kann man x, und Xg auch, in fpl- 
gender Gestalt schreiben: 

= _l(v-}.w) + |i/3(v_w); 

x,=(-i-|iy3)v+(-|+iiy3)w. ,, 



§ 22. Lösung der Gleichung dritten Grades. 191 

Beispiele: 

1) x3+133 = 30x ergibt die geordnete Form: 
x8 — 30x + 133 = 0, so daß a^ 30, b=+133 

zu setzen ist. Es ergibt sich nacheinander: 

'>-(¥)'+(^)'=^-'o«' 



8 
V 






8 

w 



also: 

I 

2) 24 X* = 4 X + 1 oder, eingerichtet: 
x^ — ^x — -— = 0, so daß a= — — , b = 



6 24 ' 6' 24 

zu setzen ist. Wir erhalten nacheinander: 

D=ClV+f_lV=i J 1 

\48/ "^ V 18/ 48« 18» 28 • 



18» 28.3« 2». 3« 

3* — 28 81 — 32 49 , rf^ 7 '7, 

; also yU — 



28.3« 28.3« 28.3«' ' 2*. 3» 432' 

'^ K 48 "^432, y 432 K 216 ^ 27 3,' 

^ M8 432 y 432 f' 216 6' 
daher: 



192 HL Abschnitt. Qleiohungen. 

1 ,1_3_1 1 ,1-Vq^1 ^\ 



^=-i-^iy3. 



=~l+yy~''' 



3) x^ = 18 (x + 6) oder, eingerichtet: 

x» — 18x — 108 = 0, so daß a=— 18, b= — 108 
zn setzen ist. Es ergibt sich: 

D = 54« + (— 6)« = 2916—216 = 2700, also yD = 30.y3; 
so daß man erhält: 

v= K54 + 30 y3- 4,732; w - 1^54 — 30 ^3 = 1,268; 
daher: 

Xi = 4,732 + 1,268 = 6; x, = — 3 + ^1/3 -3,464 

3 + ^1.1,732.3,464=-— 3 + ii. 6 

«_3 + 3i; X8 = — 3 — 3L 

4) 4x« = 13:x + 9 oder: 

4x« = 13 + 9xoder:x8— ^x— ip = 0;a=— x^ b=~; 

4 4 4 4 

daher: 

_ /13\« 27 142 , f=i l,,T7ö 
^=18-) -64 = -6-' "^ VD-8^^^2; 

80 daß man erhalt: 



v-|/^ + |yi^-|h3 + yi42--iy'13 + 11,92 

= 1V24;92- 1.2,92-1,46; w = | ^13 -11,92 

= iVl^ = |. 1,03 = 0,51; 
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daher: 

Xi = v + w=l,97; X2 = — 0,99 + ^iy3. 0,95 

0,99+ ii . 1,73 • 0,95 == — 0,99 + 0,82 • i; 

X3 = — 0,99 — 0,82.1, 

In den ersten beiden dieser vier Beispiele wurde jede 
der beiden Zahlen v und w rational. In dem vierten Bei- 
spiele wurden zwar v und w irrational, ihre Summe aber 
rational. Häufig kann man in diesem Falle die rationale 
Summe erkennen, ohne die vorkommenden Irrationalzahlen 
numerisch ausrechnen zu müssen. Im obigen dritten Bei- 
spiele ergab sich z. B.: 

v=K54 + 30/3. 

8, 



{ 



Wenn man mm vermutet, daß f54 + 30y3 = f + g ys 
ist, wo f und g rational sind, so kann man ansetzen: 

(f + g/3)' = f3 + 3f2gy3 + 9fg2 + 3g3/3== 54 + 30/3, 

woraus man dann schließen kann: 

f3 + 9fg2 = 54 
3f2g + 3g3 = 30, 

woraus man raten kann: 

f = 3 und g = l, 

so daß V = 3 + ys ist, und deshalb w = 3 — y 3 ist. Dann 
folgt : 

x, = v + w=(3 + y3) + (3-y3) = 6; x,^^^(y + w) 

+ 2iy3(v~w) = -3 + ii}^.2y3 

= — 3 + 3i, alsox3= — 3 — 3i 

Wollte man dieses Raten methodisch gestalten, so würde 
man wieder eine Gleichung dritten Grades lösen müssen^ 
um f und g zu bestimmen. 

Schubert, Niedere Analysia. II 13 
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Oben ist die Voraussetzung gemacht^ daß nicht allein 
a und b^ sondern auch "fD reell ist^ was ja nur der Fall 

ist, wenn D nicht negativ ist. Ist D = I^J + (0^) ins- 

8 / ?- 8 /T— 



/ — K /K 

besondere gleich Null^so ergibt sich v=l/ — ^= — 1/^ und 

8y — jT 8/v- r ^ r ^ 



^ = -f+2-f4— ^f+l^ 



3^2 



Xs 






Also gilt der Satz: 

Wenn in der Gleichung x3 + ax + b = a und b 
reell sind und der Ausdruck: 1 

NulUwird, so hat die Gleichung drei reelle Wurzeln, 
von denen zwei einander gleich sind, und gleich der 
negativen Hälfte der dritten Wurzel sind. Z. B.: 

x3 — 12 X --16 = ergibt: 

Xi = 2|/-| = 2'/8==4; Xg 2; Xg^ — 2.* 

Wenn aber D = (- j + (0^) eine positive Zahl ergibt, so 
erhalten wir, wie wir oben gesehen haben, für x^ = v + w eine 

reelle Wurzel, dagegen für Xg ==* — (v + w) + 7^ i /3(v-w) 

1 i 

und für Xg == — ^(v + w)— —i /3(v—w) zwei konjugiert- 

komplexe Wurzeln, d. h. solche, die sich nur durch das 
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Vorzeichen vor i unterscheiden. Wir können also den Satz 
aussprechen: 

Wenn in der Gleichung x2 + ax + b = a und b 
reell sind und der Ausdruck: 



©■+(1) 



3 



positiv, d. h. größer als Null wird, so hat die Glei- 
chung eine reelle und zwei nichtrelle Wurzeln, und 
die beiden letzteren sind konjugiert-komplex. (Man 
vgl. die obigen vier Beispiele.) 

Oben sind immer bei jeder Gleichung dritten Grades 
alle drei Wurzeln aus den för v und w gefundenen Werten 
berechnet. Es reicht jedoch aus, wenn man auf solche Weise 
nur eine einzige Wurzel, etwa x^, bestimmt. Dann muß ja 
die ganze Funktion, die in der Gleichung gleich Null ge- 
setzt ist, durch x — x^ teilbar sein, wie in § 21 besprochen 
ist. Die durch die Division erhaltene Funktion zweiten 
Grades ist dann gleich Null zu setzen, und die so erhaltene 
Gleichung zweiten Grades ist dann zu lösen. Ihre Wurzeln 
sind die beiden andern Wurzeln der Gleichung dritten Grades. 
So konnte in dem zweiten von den oben besprochenen vier 

Beispielen, nachdem Xi = — berechnet war, s^ ^°d ^s ^^i- 
durch berechnet werden, daß man: 

x^ — —X — pTT durch X — ^ dividierte. 
6 24 2 

Man erhält als Quotient x^ -f ^ x + t-^ • Diesen Aus- 

druck hat man gleich Null zu setzen. Die Wurzeln der 
so entstandenen quadratischen Gleichung: 



sind die beiden andern Wurzeln der Gleichung 



x3 Z.X — = 



13* 
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W^pn ia der Gleichung x* + ax4-b«=0 a und b reell 
sind^ und die Diskriminante: 



kleiner als Null ist^ so ist; 



3 



^'YW^' 



die Wurzel aus einer negativen Zahl, also selbst eine ima- 
ginäre Zahl. Demnach verlangen die oben mit 6) und 7) 
bezeichneten Gl^ichung^ii die Lösung einer binomischen 
Gleichung dritten Grades^ bei welcher die Konstante eine 
nichtreelle^ komplexe Zahl ist. Zu einer Zeit, als man den 
nichtreellen Zahlen noch nicht volles Bürgerrecht in der 
Arithmetik verliehen batte^ als mau es also auch noch nicht 
verstand, eine Gleichung von der Form: 

v8 = p + iq, 

wo q von Null verschieden ist, zu lösen, nannte man des- 
halb den Fall, wo D kleiner als Null ist, den „Casus irre- 
ducibilis". Es ist jedoch selbstverständlich, daß man durch 
die obige Lösungsmethode auch diesen Fall, wo D <0 ist, 
mit umfassen n)uß; nur muß man es verstehen, drei Zahlen 
zu finden, deren dritte Potenz eine gegebene komplexe Zahl 
ist. Dieses lehrt aber § 19. 

Wenn wir nämlich in Formel 6) voraussetzen, daß die 
Diskriminante 

(9) '^\^) ^^^^^^^ ^s ^"11 ^^h 

so stellt die rechte Seite der Formel 6) eine nichtreelle Zahl 
dar, die wir in der Form 



-li'FlH 



a\3 



schreiben können, wo nun, wegen der gemachten Voraus- 
setzung, 



.2. 
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positiv sein muß, also die Wurzel daraus reell. Der Mo- 
dulus p der komplexen Zahl, die wir auf der techten Seite 
der Formel 6) erhalten haben, ist: 



-y<s}'Afww 




[-(I)'-(|)"1-Ft-« 



3 



a 
wo nun — — eine positive iZahl darstellt. Denn wegen der 

gemachten Voraussetzung ist l^j sogar noch kleiner als 

weil das Quadrat von — sicher positiv ist; was nach sich 

a a 

zieht, daß auch — negativ, also — — positiv ist. Das Argu- 

o o 

ment %- der komplexen Zahl 

ist <180^ und zwar um ebensoviel, wie das Argument der 
komplexen Zahl 



-l-'FSFf 



größer als 180^ ist, so daß sich ergibt, daß das Argument 
der letztgenannten komplexen Zahl 360 ® — 0- ist, wenn das 
Argument der erstgenannten gleich %• gesetzt ist. Hiernach 
ist ^ aus 

_b _b 

2 2 

cos 0- = : 



(F 



a' 
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eindeutig bestimmt § 18 lehrt uns nun^ daß wir den Mo- 
dulus p mit drei zu radizieren^ das Argument 0- aber durch 
drei zu dividieren haben, um zu den Lösungen der Glei- 
chung 6) kommen zu können. Nun ist aber: 




=D*-i/^- 



Hiemach ergeben sich aus 6) und 7) durch § 18 für 
V und w, mit Benutzimg der im § 19 eingeföhrten Abkürzung, 
die folgenden Werte: 

'. - {f^t t}^'- (Fl- -: + -«•)^ 



= (Fl- 1 



8 = n/-^'ö + 2400; 



,._(|/_|,-^).„. = (|/_|,3ecL=i^,4 



-F 



,._||/_* «=^+240.1. 



Von den neun möglichen Zusammenfassungen sind aber nur 
die zu wählen^ für welche die Gleichung 3): 

a 

erfüllt wird. Da das Produkt der Moduli immer — -^ ist, 

o 

so ist nur darauf zu achten^ daß die Summe der Argumente 

Grad oder 360 Grad beträgt. Dies paßt nur, wenn wir 

zusammenfassen: 

Vi mit Ws, Vg mit Wg, Vg mit Wj. 

Da bei jeder dieser wegen 3) allein richtigen Zusammen- 
fassungen die Argumente sich zu 360 Grad ergänzen, und 
da bei solchen Argumenten die Cosinusse gleich werden, die 
Sinusse aber sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 
so erhalten wir: 
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10) 



^i + Ws = 2.|/-| 



a » 



Xo = Vo 



^2 



^3 



+ W2 = 2 . j/~| . cos(|+ 120o); 
= V3 + Wi = 2.l/-|. cos(| + 240o). 



Das Lösungsverfahren bei der Gleichung x^ + ax + b = 0, 
den Winkel %■ bestimmt aas: 



cos 6- = 



b 
2 



H 



Dann teilt man %• in drei gleiche Teile und findet aus -^ 

durch 10) die drei gesuchten Wurzeln. Wir erkennen , daß 
in unserm Falle sich immer drei reelle Wurzeln ergeben, so 
daß wir das folgende Resultat aussprechen können: 

Wenn in der Gleichung x3 + ax + b = 0, a und b 
reell sind und der Ausdruck 



hV 



+ 



[^ 



negativ, d. h. kleiner als Null wird, so hat die Glei- 
chung drei reelle Wurzeln. 

Für diesen früher Casus irreducibilis genannten Fall 
diene folgendes Beispiel : 

Um die Gleichung x^ — 19 x — 30 = zu lösen, wo 
a = — 19, b = — 30 ist, erhält man: 
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4-15 
cos a- = I , also log 19 = 1,27875 

19\ log 3 = 0,47712 

0,80163 

' 0,40082 
3 




19 



log(^[/yl= 1,20246 

logl5 = 1,17609 
log cos a- = 9,97363 — 10 II S- = 19«42' ; 

■5 = 6» 34' 

log COS 6^34' = 9,99714 — 10 



y? 



,40082 



0,39796 
log 2 == 0^30103 

logxi = 0,69899; x^ = +5. 
cos 126^34'= — cos 53^26^; cos 246<>34'= — cos 66034'. 

l)aher: 
log cos 53026' = 9,77507 — 10 

= 0,40082 



f 



0,17589 
log 2= 0,30103 



0,47692; — x^ = +3, also x^ ^ %', 

log cos 660 34'= 9,59954 



i 



= 0,40082 



10,00036 
log 2= 0,30103 



10,30139; — X3=+2; +X3=— 2. 

Jede der gefundenen drei Wurzeln +5, — 3, — 2 er- 
füllt die gegebene Gleichung. Eine zweite Probe besteht 
darin, daß man den im § 21 besprochenen Zusammenhang 
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der Koeffizienten mit den Wurzeln einer algebraischen Glei- 
chung benutzt. In der Tat ergibt sich^ daß die in der gegebenen 
Gleichung gleich Null gesetzte ganze Funktion x^ — 19 x — 30 

gleich (x_5)(x + 3)(x + 2) 

wird. 

Wie in dem früher behandelten Fall, wo (^j + { ^1 > 

war, kann man auch hier, nachdem man eine Wurzel gefunden 
hat, die beiden andern durch Division finden. Hat man ge- 
funden, daß die Gleichung 

X» — 19x— 30 = 

für X = 5 richtig wird, so dividiere man x^ — 19 x — 30 durch 
X — 5, wodurch man x^+öx+ß erhalt. Die Wurzeln der 
Gleichung: x2+5x + 6 = 

3 



5 if. 

=-2±y- 



- 1/25 ^ 5 1 

oderx^ -+l/^j — Q = -2±2 = 



2 



sind die gesuchten 



beiden andern Wurzeln. 

Die obige Lösung läßt sich auch anwenden, wenn 

ist, also [^" (I)' 

ist. Denn dann kommt für cosO^: — 1 bezw. +1, je nach-, 
dem b positiv oder negativ war, woraus folgt, daß %- gleich 

1800 oder 0», | gleich 60» oder 0^, | + 120<> gleich 180<> 

oder 120^ - + 240« gleich 300« oder 240« wird, immer, je 

nachdem b positiv oder negativ ist. Im ersten Falle erhält 
man: / . / 

_2|/i|.(-i)=-2|/r|, 



^2 



X, = 2 



^3 



|/-r(+S-+l/l 
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Im zweiten Falle erhält man: 






Beide Resultate sind in Übereinstimmung mit dem schon 
oben erkannten Satze^ daß, wenn (—1 + (—1 = ist, die Glei- 
chung drei reelle Wurzeln hat, von denen zwei einander gleich 
sind. Auch lassen sich die hier gefundenen Resultate, wo- 
nach die drei Wurzeln 



±'f^l' T|^. T]/r 



a 
3 

sind, aus den oben gefundenen Resultaten ableiten, nach 
denen die drei Wurzeln folgende sind: 

3/ — r 3/ — tT 3 



^H -R -F 



b 

,2 
Denn aus 

■b\« 



,2' + 



(ir=Ofol^:^ = y-| 



Bisher ist noch nicht die allgemeine Gleichung dritten 
Grades: x3 + cx^ + dx + e = 

behandelt, sondern nur der spezielle Fall, in welchem c = 
ist. Doch läßt sich die Lösung der allgemeinen Gleichung 
dritten Grades leicht auf die oben behandelte Lösung des 
Spezialfalls, wo c = ist, zurückfuhren. Setzt man näm- 
lich in x3+cx2 + dx + e = 0: 

c 

SO erhält man: 
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C . C2 



+ c-y2 — c. 2y •^ + c--g 



oder: 



+ dy~-d.- 
+ e = 0; 



,.+ (a_|), + (e_^%-)_o. 



Dieses Zurückführen einer in x gegebenen Gleichnng 
dritten Grades auf eine Gleichung in y, bei der der Koeffi- 
zient von y2 Null ist, nennt man „Reduzieren". Um z. B. 
die Gleichung: 

x3+9x2 — 3x+70==0 

c 9 

zu reduzieren, hat man x = y — -^ = y — -^ « y — 3 zu sub-^ 

stituieren, wodurch man die reduzierte Gleichung: 

y3—30y+ 133 = 

erhält. Für diese Gleichung erhielten wir oben im ersten 

Beispiel zu dem Fall, wo (^1 + (^^j >0 war, die Wurzeln: 

woraus für x folgt: 

:^^^-7-3-. 10; x, = +^ + |iy3-3 =^ + |iy3; 

^3 = 2-2^/3- 

Bei diesem Beispiel war die reduzierte Gleichung von 

/b\2 /a\» 
der Art, daß die Diskriminante 1 — 1 + ( — 1 größer als Null 

war, also nur eine reelle Wurzel vorhanden war, sowohl in 
der reduzierten wie in der ursprünglich gegebenen Gleichung. 
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Auf eine reduzierte Gleichung, bei welcher die Diskriminante 
(—1 + (^j kleiner als Null ist, also drei reelle Wurzeln vor- 
handen sind, kommt man bei dem folgenden Beispiel. 

Es sei: 

x3 — 15x2 + 56x — 60-=0 

zu lösen. Man hat x == y -{- 5 zu setzen, und erhalt 

y8 — 19y— 30 = 0, 

eine Gleichung, für die oben die drei Wurzeln: 

yi = +5, 72 = — 3, y3 = — 2 
berechnet sind, so daß sich für x ergibt: 

Xi=+10, X2 = +2, X3==+3. 

Ba^ 

(X — xi)(x — X2)(X — X3)-(X — 10)(x — 2)(x-3) 

= x8— 15x2+56x — 60 

»ist, also die ganze Funktion herauskommt, die in der ge- 
gebenen Gleichung gleich Null gesetzt ist, liefert eine Be- 
stätigung. 

Übnilgell tu § 22. 

Wie heißen die drei Wurzeln von: 

I) x3 = 8? 2) x3=— 8? 3) x3 = 125? 4) 8x3 = 343? 

:r4)'>«- 

A) Jede der beiden Kubikwurzeln wird rational. 

6)xs— 6x— 9 = 0; 7) x» — 18x — 35 = 0; 8)xS = 6x— 9; 
9)xä— 9x— 28 = 0; 10) x^— 30x— 133 = 0; 

II) x8 = 90x4-341; 12) 8x3 = 12x + 9; 13) = x2 + 42; 

14) 4x (6x2 — 1) = 1. ^ 
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B) Jede der beiden Kubikwurzeln wird irrational^ 

aber ihre Summe rational. 

15)4x3+3x=7; 16) x3-18x-108=0; 17) 4xH33x=37; 
18) x3 + 135x=-1026; 19) x3 + 3x = — 76; 

7 2x+l 2 

x(4x2— l)"~2x— 1 2x+l' 



20) 9x (3x2 — 1) = —52; 21) 



C) Jede der beiden Kubikwurzeln und auch ihre 

Summe wird irrational. 

22) x3 + 6x + 2 = 0; 23) x3 + 12(x + 1) = 0. 

D) In Buchstaben. 
24)x3^6abx=8a3+b3; 25) x3=3(b2— a2)x + 2b(b?+3a2). 

E) Die Gleichung ist erst zu reduzieren. 

26) x(x2 + 6) = 3x2 + 4; 27) x3 = 4(x2 — 2x + 2); 
28) x3— 3x2—50 = 0; 29) x» — 21 +x2 = 5x. 

30) X»— 7x-6 = 0; 31) x» = 19x + 30; 
32)g = x-2; 33) (x + 5)(x + 6) = ä£||+M; 

34) xä + llx = 6(x2 + l); 35) x»— 2x« = 5x — 6; 
36) 900 = 19x2 — x»; 37) x« + 100 = 3x(20 — x). 

IIL 

Gleichungen, die auf Gleichungen dritten Grades 

führen. 

38) y4x« + 10x + 2 = 2x + l; 39) ^2 + x+YT+2x 

= 1 + 1' 
40) }^+}/i"^ = 3; 41) y2^=|'5x-2; 
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42) x6 = 12x2 + 16; 43) 2»* = 4.2»»; 

44) ^8TL_2S[; 45) x2 + y2+^2 = 6 
IX -t-y -<iöj [x3+yS4.z3 = io 



46) yx — 3 = y4 — y = 



z. 



IV. 

Gleichungen dritten Grades in Worten. 

47) Welche Zahl übertrifft ihre dritte Potenz um ^? 

48) Welcher Bruch ist gleich der Kubikwurzel seines 
um ^ verminderten Wertes? 

49) Wie heißt die aus vier Gliedern bestehende geo- 
metrische Reihe, deren Anfangsglied 2 heißt, und deren 
Summe 80 beträgt? 

50) Bei wieviel Punkten im Räume gibt es im ganzen 
56 Verbindungsebenen je dreier Punkte? 

51) Wie lang ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen Höhe 6 Zentimeter beträgt, und dessen 
eine Kathete um 1 Zentimeter kürzer ist, als die Hypotenuse? 

52) Eine Kiste hat ein Volumen von 4 Kubikmeter, 
eine räumliche Diagonale von 3 Meter und eine Oberfläche 
von 16 Quadratmeter. Wie lang sind ihre Kanten? 

53) Ein Quadrat ist durch Parallelen mit den Seiten 
in quadratische Felder geteilt, und in diese Felder sind die 
natürlichen Zahlen von 1 an derartig eingeschrieben, daß die 
Suname der Zahlen in jeder horizontalen oder vertikalen oder 
diagonalen Zeile 65 beträgt (Magisches Quadrat*). In 
wieviel Felder zerfiel das Quadrat? 

V. 

Theoretische Fragen. 

54) Wenn x,^ eine Wurzel einer (jrleichung dritten 
Grades ist, die x3 + ax + b = heißt, so sind die beiden 
andern Wurzeln gleich: 



*) Vergleiche des Verfassers ,, Mathematische Mußestunden" 
(Leipzig, 1900). 
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Warum? 

55) Bestimme die beiden komplexen dritten Wurzeln 
der Einheit durch Lösen einer quadratischen Gleichung. 

56) Berechne die komplexen, siebenten Wurzeln der 
Einheit durch Lösen der symmetrischen Gleichung 

X« + X5 + X* + X3 + X2 + X+1=0. 

57) Aus welchem Satze von § 21 folgte daß die Summe 
der drei Wurzeln einer reduzierten Gleichung dritten Grades 
Null sein muß? 

58) Damit die mit v und w bezeichneten dritten Wurzeln, 
die zur Lösung der Gleichung x^ + ax + b = 0. dienen, beide 
rational werden, muß a = — 3vw, b= — v^ — w^ sein. 
Warum? 

59) Welche Gleichung muß zwischen a und b bestehen, 
damit die Gleichung x^ -f ax+b=0 zwei gleiche Wurzeln habe? 

60) Leite für den Fall, daß (^^(^Y <0 ist, die 

Lösung der Gleichung x^ + ax + b^O aus der folgenden 
Formel ab: 

cos 9 = 4 cos^ ^ — 3 cos ^ . 

61) Beweise, daß der Hilfswinkel ^, dessen Cosinus gleich 

_b 

2 




a-^ 



3 

zu setzen ist, Grad oder 180 Grad betragen muß, falls 

Entscheide, ob die folgenden Gleichungen eine 
oder drei reelle Wurzeln haben: 

62) x3 — 9x + 16 = 0; 63) x^ - llx - 20-=0; 

64)x3-125 = 0; 65)x3 + x + l=0; 66)x3-x+l=0. 
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Welche Substitution ist erforderlich, um die 
folgenden Gleichungen zu reduzieren? 

67) x3 + x2 — 5x — 8 = 0; 68) x» — 24x2 + 9 = 0; 

69) x^-8x3 + 9x-3 = 0; 70) x^— 5x^ + 48 = 0. 

71) Auf welche reduzierte Gleichung fahrt: 



c2 c^ 



X3 + CX2 + -X + — = 0? 

72) Welche Bedingungs-Üngleichung muß zwischen den 
drei Koeffizienten c, d, e bestehen^ damit die Gleichung 
x^ 4- c x2 + d X + e = 0, wo c, J, e reell sind, drei reelle 
Wurzeln hat? 

73) Drücke jede Wurzel der Gleichung x^ -ff x2 + g=0 
durch f und g aus. 



Ausgewählte Resultate zu den Übungen. 



Zu §1. 

21)3,236; 22) -0,071; 23) -1; 24)1,920; 25)0,348; 
26) 31,623; 27) 1,897; 28) 0,447; 29) 1,500; 30) 0,954; 
31) 1,442; 32) — 3,464; 33) 3,750; 34) 0,121. 

35) 1,732 < X < 1,733 und — 1,733 < x < — 1,732 

36) 2,236 <x <2,237 und —2,237 <x <— 2,236 

37) 1,414 <x<l,415 und —1,415 <x <— 1,414 

38) 1,259 <x< 1,260; 

39) 2,236 <x< 2,237 und — 2,237 <x < — 2,236; 

40) 3,854 <x<3,855 und — 2,855 <x < — 2,854'; 

41) 2,236 <x< 2,237 und - 2,237 < x < 2,236 und +2 und 
— 2; 

42) — 1,443 < X < — 1,442. 

Zu § 2. 

21) Vier Addenden; 24) der Grenze 3; 26) der Grenze 
— = - y2; 27) der Grenze 3; 30) die ZaM 3; 35) der Grenze 6; 
36) der Grenze -; 38) 8; 39) 1; 43) /lÖ; 44) 100. 

Za §4. 

13) 6; 16) NuU; 17) Null; 18) 1; 19) 1; 20) 1; 21) — J— • 



22) I 



+ tg2x' 



Schubert, Niedere Analysis. II. 



14 



210 Ausgewählte Resultate zu den Übungen. 

Zn § 5. 

25) Bei X = 3 Maximum von 48, bei x = 5 Minimum von 44; 

27 

26) Bei X = — 2 Minimum von — — , bei x= Maximum 

5 . 
von + -^, bei x = + 1 neues Minimum von 0; 

Xu 

27) Bei X = Maximum von + 1, bei x = ic Minimum von — 1. 

28) Bei x = -7 Minimum von ji 

4 4 

2 — 

29) Beix=- + /3 Minimum von — öVS^ bei x=— /3 

2 
Maximum von + -^ /3; 

30) Dasjenige Bechteck, dessen Ecken die Mitten der Quadrat- 
seiten sind, und das deshalb ein Quadrat ist; 

31) Vom Halbierungspunkt der Hypotenuse; 

32) Das rechtwinklige Dreieck; 

33) Derjenige, dessen Höhe ^ vom Kugelradius ist; 

34) Derjenige, dessen Hohe 2r + r/2 ist, wo r den Kugel- 
radius bedeutet; 

35) Das gleichseitige Dreieck; 

36) Die Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks müssen 
45 Grad betragen; 

37) Das Verhältnis muß 1 zu 1 sein; 

a» 

38) TTTT^ Kubikzentimeter; 
Jlo 

39a) Unter 45«: 39b) ° Meter: 
' 2 ff 

40) Noch 10| Meter; 

41) Um i. 

Zu § 6. 

15)512; 16)2217; 17)0,098; 18)0,7016; 19) +3; 

20) |; 21) |; 22) Das zwölfte; 23) —1; 

^ 7 
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25) 1023; 26) 147620; 27) 19,9; 29) Acht Glieder; 

12 

30) 4095; 31) Sechs GUeder; 37) /2; 
38) Das erste Glied heißt 8, das siebente 91^; 
40) 4, 20, 100, 500 u. s. w.; 41) viermalsoviel; 
43) Vor 6 Uhr nachmittags. 

Zu § 7. 

15) 729; 19) ^""^ 



(1-xy 

Zu § 8. 

15) 1480 Mark; 16) 4,14 Prozent; 17) In 12 Jahren; 18) In 
17 bis 18 Jahren; 19) 1734 Mark; 20) 3802 bis 3803 Mark; 
21) 128000 Kubikmeter; 22) 29 Millionen und. 8 hundert- 
tausend bis 9 hunderttausend Mark; 23) 443 Tausend und 
200 Einwohner; 24) 822 Mark; 25) 7,4 Prozent; 26) Bei 
4,66 Prozent; 27) Bei 4,64 Prozent; 28) 28280 Mark; 
29) 30269 bis 30270 Mark; 30) 34111 Mark; 31) 387Mark; 
32) Wenig über 20 Jahre; 33) 115 512 Mark; 34) Im 
Jahre 1912; 35) In 13 Jahren; 36) 1207 bis 1208 Kubik- 
meter; 37) 5419 Mark; 38) Die Rente von 1600 Mark auf 
12 Jahre hat größeren Barwert als die Kente von 1200 Mark 

auf 16 Jahre. 

39) 6 Jahre lang; 40) 1019 Mark 40 Pf.; 42) 0,78 Prozent; 

43) Nach fast 29 Jahren; 44) 8879 Mark und 9379 Mark; 
50) Im Jahre 1932. 

Zu § 9. 

9) 7,3891; 13a) 21oge = 0,86859; 13b) ^loge := 0,21715. 

Zu § 10. 

3)1; 4)4; 5)^; 6) -Aj-; 7a) oo; 7b) cx>; 7c) -1-; 

8a)+cx>; 8b) -hl oder 0; 8c) 1 + x; 9a) oo; 9b) cx>; 

1 2 

9c) -z r; 10a) für x> 1, aber <2 kommt^r ; aber 

1— x^' 2 — x' 

fürx>2kommtcx); 10b) 2; 10c) ^ ; 12b)liund2^; 

14* 
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Ausgewählte Besultate zu den Übungen. 



15) — l<x< + l; 22)— cx><x<+cx); 23) — cx><x <+c»; 
24) — cx)<x<+cx); 25)— l<x< + l; 26)— l<x< + l; 
27)-l^x<+l. 

Zu § 11. 

6)ao = l, % = — 2, a,« — 4, 33 = — 4, a4=+5u.s. w.; 
1) 9.Q = lf aj^=sl, a2 = ^; 83=*^, a4 = o, a^ = o^ aß = 4, 

8^=4 u. 8. w.; 8) ao = l, 81=--, ^ = —-,b^ = + — 



»4 = 



128 



U.S.W.; 9) ai=l, % 



■9; % — ~ö> ^4 — ^u. 8. w.: 



10) 1— x + x3 — x* + x6 — x7 + ... und — l<x<+l; 

11) 1 + ix — ^x2+^x3-^x* + ...und-l<x<4-l; 

12) l--x + gX*-g|x» + ^x5-...und-l<x< + l. 



Zu § 12. 

6) 7,389; 7) 1,649; 8) 0,368; 9) 0,185; 10) 0,779; 

IIa) 2,303; IIb) 4,605; 11c) 0,347; 19) 128400 Kubik- 
meter; 20) 3,466 Prozent, 



Zu § 13. 

2) 0,434; 3) 0,868; 4) 0,5; 5) - 

8) 0,831; 17) 1,099; 19) log 2 
M= 0,434; 

22) log41 = 81og3 — 41og2 — 1 — 



+ 



-1; 6) 0,402; 7) 1,443; 
= 0,301; log3 = 0,477; 



2M 



3-13121» 



L13121 



+ ... 



Zn § 14. 

17) 98, 99, 100; 16) 63, 64, 65; 17) 34, 35, 36; 

18) 19, 20, 21; 19) 124, 125, 126. 



Ausgewählte Besultate zu den Übungen. 213 

Zu §15. 

10) 1,41421; 11) 1,41421; 12) 1,73205; 13) 1,25992; 

14) 2,03054; 15) 2,01235; 16) 2,0052; 22) i- 

Zu § 16. 

la) 0,50000; Ib) 0,86603; 2a) 0,86603; 2b) 0,50000; 
3a) 0,58779; 3b) 0,80902; 4a) 0,64279; 4b) 0,76604; 
5a) 0,70711; 5b) 0,70711; 6a) 0,05234; 6b) 0,99863. 

Zu § 17. 

X , 1 X» 1-3 x5 1.3-5 x^ , 
6) arc8inx = ^ + 2.^ + 2:4-5- + 2:4:6'T+-' 

9)p = ^; 10) P = ^; ll)p=2-y3; 

12) p = ifc^; 13) p = l; 14) p^ ^; 

16) 6 BüUonen 283185 Mülionen 307179 Millimeter; 

17) 4188 Millionen 790204 Kubikmeter 786390 Kubikzenti- 
meter 984 bis 985 Kubikmillimeter. 

Zu § 18. 

24) —60/2-1.60/2; 27) — 61 /3 + 16 • i; 28)41/2; 
29)1-1/3; 30) +1; 31) ;^/2 -1.^^/2; 
32) 0,42262 + 1-0,90631; 42) 0,76604 + 1-0,64279; 
43) 0,95106 + 1-0,30902; 44) 1/3 + 1-J; 

45) 0,99863 + 1-0,05234; 46) |'4(cos80» + i8in80»); 
47) -^/3 + 1-i; 48)|-1.|; 



49) |/3( 



10 io> 

cos 67^ — i sin 67 — 
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50) ||co8l20<>27',5 + i.||8inl200 27',5. 

Zu § 19. 

1) p = l, » = 135», 315»; 2) p=H «■ = 40», 160», 280O; 



3 
4 
5 

6 

7 
8 

9 



8, 



2 
4 



6 

8 

10 
11 



6 
11 

10 

19 

22 

27 



p = y2, S-=80ö, 200», 320»; 

p = l, «. = 45», 135», 325», 315»; 

p = 3, S- = 0», 72», 144», 216», 228»; 

f = *iiÖ, » = 20», 80», 140», 200», 260», 320»; 

p = l, » = 0», 45», 90», 135», 225», 270», 315»; 

p = l, »=9», 45», 81», 117», 153», 189», 225», 261o, 
297», 333»; 

351»; 10) 338»; 11) 355». 

Zn § 21. 

x« + x— 12 = 0; 3) X» — 31x + 30 = 0; 
x* + 4x8 — 47x« + 6x + 216=«0; 
, , . , 83 , 41 , , 3 _ 

- 143 ,, 227 1 n -,x * , , , 5 ,1 _ 
^''— 6Ö- ^'+120^-2=0' ^)^'+^'+16^ + 32=<^' 
X« — 2x + 2==0; 9) x» — 10x« + 20x — 32 = 0; 
x^ + x« — 3x«— 3x* + 3x» + 3x« — X — 1=0; 
X« — 2x« + 2x* = 0. 

Zn § 22. 

Xi = 3; 7)xi = 5; 8)xi = — 3; 9)Xi=-4; 10)xi = 7; 
Xi = ll; 12)xi=|; 13)xi=5; U) x,=-^; 

Xi = l; 16) Xi = 6; 17) Xi = l; 18)xi = 6; 

x^: 4; 20) x, = —p 21) x^ = l; 

Xi = — 0,3275; 23) Xi = — 0,9324; 26) Xi = l; 
Xi = 2; 28)xi = 5; 29) Xi = 3. 
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Eine der Wurzeln ist:- 
30) x= — 1; 31) x= — 2; 32) x = — 6; 33) x = 3; 

34)x=l; 35)x=l; 36) x = 10; 37) x = 2; 38) x«^; 
39) x«4; 40) x = 8; 41) x = 2; 42) x = 2; 43) x 1. 

"'{^=l}^ «)j^:l|; 4a)j^53|. 

47) J; 48) I; 49) 2, 6, 18, 24; 50) bei acht Punkten; 

51) 13 Zentimeter; 52) 1 Meter, 2 Meter, 2 Meter lang; 
53) In 25 Felder. 
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zweifarbigem Druck. 
Amilytisehe Geometrie der Ebene mit 45 Figuren von Prof. 

Dr. M. Simon. 
Analytisehe Geometrie des Raumes mit 28 Abbildungen von 

Professor Dr. M. Simon. 
HShere Analysls I: IMfTerentialreelinHnf mit 68 Figuren von 

Prof. Dr. Friedr. Junker, 
HShere AnalysislI: Integralreehnnngr mit 89 Figuren von Prof. 

Dr. Friedr. Junker. 
Eepetitorinm nnd Anfgabensammlnngr znr Differentialreelinnngr 

mit 42 Figuren von Prof, Dr. Friedr, Junker. 
Repetitorinm nnd Anfgrabensammluni^ znr Inteirralreehnnngr 

mit 50 Figuren von Prof. Dr. Friedr. Junker. 
Projelctive Geometrie in synthetischer Behandlung mit 57 Figuren 

von Prof. Dr. K. Dochlemann. 
Formelsammlung und Repetitorinm der Mathematiit mit 

18 Figuren von Prof. Bürklen. 
Astronomisene Geogrrapliie mit 52 Figuren von Prof. Dr. Siegm. 

Günther. 
GeodSsie mit 66 Abbildungen von Prof. Dr. C. Reinhertz. 
Astronomie mit 36 Abbildungen und einer Karte von Prof. 

Dr. Walter F. Wislicenus, 
Astrophysiit mit 11 Abbildungen von Professor Dr. Walter 

F. Wislicenus. 
Geometrisehes Zeielinen mit 282 Figuren von H. Becker. 
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Originell kartonniert Mk. 2.— • 

— Neue Ausgabe. — 

In einigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, die 
ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht wird indessen die Arbeit, 
wenn man den Weisungen des Verfassers folgt. Derselbe begnügt sich übrigens nicht 
mit der Schilderung der Spiele und der Enthüllung ihrer Geheimnisse, sondern erteilt 
zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 



Der Name des Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, und somit dürften 
die Bücher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, der sich nur 
einigermsssen für diese Wissenschaft interessiert, ja überhaupt jedem denkenden, 
gebildeten Laien manche genussreiche Stunde schaffen. 
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